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INTRODUCTION
Le théorème fondamental de l'Arithmétique fatorise tout nombre entier en
produit de nombres premiers. En théorie des groupes, le théorème de Jordan-
Hölder dévisse de nombreux groupes par leurs suites normales qui se ranent
en suites de omposition. Le dernier théorème du hapitre 7 nal de ette thèse
dissoie toute extension de orps de degré ni par ses "tours d'élévation" qui se
ranent en "tours de omposition".
Le thème entral de e travail est don elui de la dissoiation des extensions
de orps. Nous prouvons que ette dissoiation joue pour les extensions nies un
rle analogue à elui de la fatorisation pour les entiers.
Détaillons maintenant e point de vue. Pour les groupes, on onnaît les deux
élébres théorèmes suivants :
Théorème de Shreier Deux suites normales d'un même groupe admettent
des ranements équivalents.
Théorème de Jordan-Hölder Soit G un groupe admettant une suite de
omposition.
(1) Toute suite normale strite de G admet un ranement qui est une suite de
omposition de G.
(2) Deux suites de omposition de G sont équivalentes.
La problématique, le questionnement de ette thèse est de se demander s'il
existe pour les extensions de orps des analogues à es deux profonds théorèmes
qui révèlent la struture des groupes.
Et dans l'armative, peut-on obtenir es analogues à l'instar de la théorie des
groupes, 'est à dire de manière intrinsèque, en restant à l'intérieur des extensions
onsidérées, par opposition à une approhe extrinsèque faisant intervenir leurs
ltures galoisiennes ? Notre démarhe se veut en eet eetive, alulatoire, e
qui exlut de proéder via les ltures galoisiennes, beauoup trop grandes voire
inonnues en général.
Les extensions non galoisiennes peuvent être onsidérées omme haotiques.
Est-il possible "d'approximer" les extensions algébriques par exemple, ou tout au
moins ertaines d'entre elles, par les extensions galoisiennes ? Peut-on dissoier
es extensions par leurs orps intermédiaires de façon à onstituer une tour qui
omporte le plus grand nombre possible de "marhes galoisiennes" ?
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Dans [28℄, Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé-
néralise elle d'extension galoisienne. Cependant, le théorème nal ne s'énone
qu'en degrés nis. Pour ne pas limiter notre analogue du théorème de Shreier
aux extensions nies, il a fallu, de manière déterminante, utiliser ertaines pro-
priétés des parallélogrammes galoisiens innis. Leur étude est justement l'objet
du hapitre 1, où nous présentons une théorie de Galois innie en dimension 2 gé-
néralisant aux parallélogrammes de degré quelonque le théorème de Krull pour
les extensions galoisiennes innies.
Dès le hapitre 2, nous sommes amenés à dénir préisément e que sont les
tours de orps, les marhes d'une tour de orps, les tours galoisiennes :
Soit L/K une extension de orps. Une "tour (F ) de L/K" est une suite nie
roissante {Fi}0≤i≤m de orps intermédiaires entre K et L, telle que F0 = K et
Fm = L :
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ · · · ≤ Fm = L.
Nous disons que les extensions Fi+1/Fi (i = 0, . . . , m−1) sont les "marhes" de la
tour (F ). Nous appelons "tour galoisienne de L/K" une tour de L/K dont toutes
les marhes sont galoisiennes. En reprenant le symbole de théorie des groupes
exprimant le fait d'être "normal dans", nous érirons les tours galoisiennes
(F ) K = F0 E F1 E · · ·E Fi E Fi+1 E · · ·E Fm = L.
Le but du hapitre 2 est d'introduire une généralisation de la notion d'exten-
sion galoisienne : elle d'extension galtourable. Il existe des extensions qui ne
peuvent se dissoier en une tour galoisienne : mis à part les extensions non galoi-
siennes de degré premier, 'est le as par exemple pour Q( 6
√
2)/Q. Nous appelons
"extension galtourable" une extension qui admet une tour galoisienne. Toute ex-
tension galoisienne est évidemment galtourable, la réiproque étant fausse. La
lasse des extensions galtourables ontient don stritement elle des extensions
galoisiennes. Cependant nous parvenons à étendre aux extensions galtourables
les propriétés essentielles de la théorie de Galois générale lassique. Par exemple :
Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule ondition que K
et L soient ontenus dans un même orps, on a l'impliation
(L/J galtourable ) =⇒ (KL/K galtourable ) .
De même, tout ompositum d'extensions galtourables est galtourable. Préisé-
ment :
Quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont les sommets
sont ontenus dans un même orps, l'extension ompositumKL/J est galtourable.
Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal-
tourable non néessairement galoisienne en général. La situation est diérente
INTRODUCTION 7
ave les extensions galtourables. Préisément :
Pour toute tour K ≤ L ≤ M , avoir L/K galtourable et M/L galtourable im-
plique que M/K est galtourable.
Mentionnons que les extensions galtourables onstituent une "généralisation
maximale" des extensions galoisiennes : une extension admettant une tour gal-
tourable est enore une extension galtourable.
Le hapitre 3, très tehnique, est néessaire pour parvenir à des démonstrations
rigoureuses dans la suite. Nous y introduisons, par analogie ave la théorie des
groupes, la notion de ranement de tour de orps :
Soient L/K une extension algébrique, et
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K.
(1) Nous appelons "ranement de (F)" toute tour
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ej ≤ Ej+1 ≤ · · · ≤ En = L
de L/K vériant les deux onditions suivantes :
(RAF1) m ≤ n .
(RAF2) Il existe une suite nie d'indies
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ n
telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji .
(2) Nous appelons "ranement propre de (F )" tout ranement (E) de (F ) qui
vérie la ondition supplémentaire
(RAF3) ∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi .
(3) Nous disons que (E) est un "ranement strit" de (F ) si et seulement si 'est
une tour strite.
(4) Nous disons que (E) est un "ranement trivial" de (F ) si et seulement si
'est un ranement de (F ) non propre, autrement dit qui vérie omme ondition
supplémentaire la négation de (RAF3) préédente, i.e.
(RAFT) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} ∃i ∈ {0, . . . , m} Ej = Fi .
(5) Nous disons que (E) est un "ranement galoisien" de (F ) si et seulement si
'est un ranement de (F ) qui vérie la ondition supplémentaire
(RAFG) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi)⇒ Ej−1 EEj .
Nous démontrons en partiulier qu'un ranement galoisien d'une tour galoi-
sienne est enore une tour galoisienne (d'où la terminologie).
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Le hapitre 4 énone les premiers théorèmes de dissoiation. Nous dénissons
tout d'abord les tours de omposition galoisiennes et l'équivalene de deux tours
galoisiennes :
Soient L/K une extension galtourable et
(F ) K = F0 E · · ·E Fi E · · ·E Fm = L
une tour galoisienne de L/K.
(1) Nous disons que (F ) est "une tour de omposition galoisienne de L/K" si et
seulement si elle est strite et n'admet auun ranement galoisien propre.
(2) Soit
(E) K = E0 E · · ·EEj E · · ·E En = L
une autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que (E) et (F ) sont "équiva-
lentes", et nous notons (E) ∼ (F ), si et seulement si elles ont même nombre de
marhes : m = n, et si, à permutation près, les groupes de Galois de es marhes
sont isomorphes (topologiquement en degrés innis) :
∃σ ∈ Sm ∀i ∈ {1, . . . , m = n} Gal(Fi/Fi−1) ∼−→ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) .
Ave es dénitions, nous énonçons et prouvons les analogues suivants, pour
les extensions galtourables, des théorèmes de Shreier et de Jordan-Hölder :
Théorème. (1er théorème de dissoiation)
Si L/K est une extension galtourable, deux tours galoisiennes de L/K admettent
des ranements équivalents.
Sholie. L'extension L/K peut être ii de degré inni.
Théorème. (3ème théorème de dissoiation)
Soit L/K une extension galtourable de degré ni.
(1) Toute tour strite de L/K admet un ranement galoisien qui est une tour
de omposition galoisienne de L/K.
(2) Deux tours de omposition galoisiennes de L/K sont équivalentes.
Le deuxième théorème de dissoiation fournit une aratérisation des exten-
sions admettant une tour de omposition galoisienne. On sait qu'un groupe ad-
met une suite de omposition si et seulement s'il satisfait la ondition de haîne
normale ; 'est en partiulier le as des groupes nis. Voii la version galoisienne
de e résultat :
Théorème. (2ème théorème de dissoiation)
Une extension de orps admet une tour de omposition galoisienne si et seulement
si elle est galtourable de degré ni.
Un autre parallèle ave les groupes est fourni par la notion de "galsimpliité".
En terme de dissoiation, les extensions galsimples jouent le rle des groupes
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simples en théorie des groupes. Nous appelons "extension galsimple" une exten-
sion L/K non triviale n'admettant auune extension quotient galoisienne propre :
(L/K galsimple)
Déf.⇐⇒
(
L 6= K, ∀F K ≤ F ≤ L
(F/K galoisienne)⇒ (F = K ou F = L)
)
.
On sait que pour qu'une suite normale de groupes soit de omposition, il faut
et il sut que haun de ses fateurs soit simple. Voii la version galoisienne de
e résultat :
Soit L/K une extension galtourable quelonque. Pour qu'une tour galoisienne
de L/K soit de omposition, il faut et il sut que haune de ses marhes soit
galsimple.
Le hapitre 5 est essentiellement onstitué d'exemples des notions préédentes.
Il omporte également quelques propriétés des extensions galsimples qui nous
sont utiles dans les deux derniers hapitres.
Le oeur du hapitre 6 est le "théorème M", dû à Rihard Massy. Celui-i
montre qu'à toute extension nie est attahée un invariant, son "orps d'intou-
rabilité", au-delà duquel l'extension n'est plus galtourable :
Théorème. (4ème théorème de dissoiation)
Pour toute extension nie L/K , il existe un orps intermédiaire M et un seul
entre K et L, vériant à la fois les deux propriétés suivantes :
(1) L'extension M/K est galtourable ;
(2) La sous-extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne.
Nous mettons en évidene le rle entral du orps d'intourabilité, notéM(L/K),
en prouvant deux maximalités : pour une relation d'ordre anonique, l'extension
M(L/K)/K (resp. L/M(L/K)) se réalise omme l'extension quotient galtou-
rable (resp. la sous-extension galsimple non galoisienne) maximale de L/K. Nous
ahevons le hapitre 6 en exhibant une large lasse d'exemples de e orps d'in-
tourabilité en termes de orps ylotomiques.
Le hapitre 7 nal est l'aboutissement des préédents. Nous y introduisons,
grâe au orps d'intourabilité, la notion de "tour d'élévation" assoiée à une tour
de orps : elle fait orrespondre anoniquement à toute tour de L/K une tour
galtourable de l'extension quotient galtourable maximale M(L/K)/K de L/K.
Nous avons noté horizontalement F EE une extension galoisienne E/F ; notons
F ≶ E lorsque E/F n'est que galtourable. Cei permet d'érire les tours d'éléva-
tion de M(L/K)/K :
Soit L/K une extension nie quelonque. Toute tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
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de L/K induit une tour galtourable onstituée des orps d'intourabilité sur K de
haun des orps de (F ) :
K =M0 :=M(F0/K) ≶ M1 :=M(F1/K) ≶ · · · ≶Mi :=M(Fi/K) ≶ . . .
· · · ≶Mm :=M(Fm/K) =M(L/K) .
Nous l'appelons "tour d'élévation de M(L/K)րւK assoiée à (F )"
Les tours d'élévation de l'extension L/K elle-même s'obtiennent omme "tours
induites" des tours d'élévation de M(L/K)րւK. Préisément :
Soient M un orps d'intermédiaire entre K et L : K ≤ M ≤ L, et
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em =M
une tour deM/K. Nous appelons "tour de L/K induite par (E)", et nous notons
((E) 99K L) ,
la tour de L/K dénie de la façon suivante
((E) 99K L) :=
{
(E) si M = L
K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em =M < L si M 6= L .
Soient L/K une extension nie et (F ) une tour quelonque de L/K. Nous
appelons "tour d'élévation de L/K assoiée à (F )" la tour de L/K induite par la
tour d'élévation assoiée à (F ) de l'extension quotient galtourable maximale de
M(L/K)րւK de L/K.
Cei nous permet de dénir des tours de ompositions non néessairement ga-
loisiennes :
Soit L/K une extension nie quelonque. Nous appelons "tour de omposition
de L/K" toute tour d'élévation de L/K strite qui n'admet auun ranement
galoisien propre.
Une aratérisation de es tours de omposition est la suivante :
Soient L/K une extension nie et
(C) K = C0 ≤ · · · ≤ Ci ≤ · · · ≤ Cm = L
une tour de L/K. On a l'équivalene :
(C) est une tour de omposition si et seulement si elle est induite par une tour
de omposition galoisienne de l'extension quotient galtourable maximale de L/K.
Nous n'avons jusqu'ii déni l'équivalene de deux tours d'une même extension
que lorsque es tours sont galoisiennes. La dénition i-après de l'équivalene de
deux tours induites implique en partiulier elle de l'équivalene de deux tours
de omposition non galoisiennes :
Soient L/K une extension nie quelonque, (T ) et (T ′) deux tours galoisiennes
de l'extension quotient galtourable maximaleM(L/K)րւK de L/K. Nous disons
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que les tours induites de L/K par (T ) et (T ′) sont équivalentes si et seulement
si les tours galoisiennes (T ) et (T ′) le sont au sens du hapitre 4 :
((T ) 99K L) ∼ ((T ′) 99K L) Déf.⇐⇒ (T ) ∼ (T ′) .
Cei pour aboutir enn à la généralisation aux extensions nies quelonques des
théorèmes de dissoiation obtenus au hapitre 4 pour des extensions galtourables :
Théorème. (5ème théorème de dissoiation)
Deux tours d'élévation d'une même extension nie quelonque admettent des raf-
nements galoisiens qui sont des tours d'élévation équivalentes de ette extension.
Théorème. (6ème théorème de dissoiation)
Soit L/K une extension nie quelonque.
(1) Toute tour d'élévation strite de L/K admet un ranement galoisien qui est
une tour de omposition de L/K.
(2) Deux tours de omposition de L/K sont équivalentes.

Chapitre 1
PARALLÉLOGRAMMES GALOISIENS INFINIS
1. Introdution
Dans [28℄, Massy a introduit la notion de parallélogramme galoisien qui gé-
néralise elle d'extension galoisienne. Cependant, le théorème nal se limite au
degré ni. Une appliation est fournie dans [29℄. Le but de e premier hapitre est
d'étendre les résultats de [28℄ aux parallélogrammes de degré inni. Nous met-
tons en évidene setion 5 une théorie générale des parallélogrammes galoisiens
de nature essentiellement algébrique. Les topologies de Krull sur les groupes de
Galois des extensions onstituant es parallélogrammes n'interviennent que dans
la setion 6. Nous y présentons une théorie de Galois innie en dimension 2 gé-
néralisant aux parallélogrammes de degré quelonque le théorème de Krull pour
les extensions galoisiennes innies. Cette théorie sera appliquée aux hapitres 3
et 4 pour développer en toute généralité une notion de "ranement de tours
galoisiennes" jouant pour les extensions galoisiennes un rle analogue à elui du
ranement des suites normales de groupes.
2. Dénitions
Plusieurs des démonstrations de [28℄ ne néessitent pas que les sous-groupes
onsidérés soient normaux, autrement dit que les extensions quotients (f. infra)
soient galoisiennes : voir en partiulier la setion 5 pour de nouveaux résultats
n'utilisant pas la normalité. Cei justie que l'on introduise la notion de quadri-
latère orporel suivante qui généralise elle de parallélogramme galoisien.
Dénition 2.1. Nous appelons "quadrilatère orporel" (ou "quadrilatère" en
abrégé) tout quadruplet de orps (J,K,N, L) dans lequel :
(Q0) K et L sont ontenus dans un même orps ;
(Q1) K ∩ L = J ;
(Q2) KL = N .
Le quadrilatère
t(J,K,N, L) = (J, L,N,K) sera dit "transposé" de (J,K,N, L).
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J
L
K
N
Fig. 1. Quadrilatère orporel
La dénition suivante gure dans la setion 3 de [28℄ pour des extensions
galoisiennes qui justient la terminologie.
Dénition 2.2. (1) Soit E/F une extension algébrique. Nous appelons "sous-
extension" (resp. "extension quotient") de E/F toute extension E/M (resp.
M/F ) où M est un orps intermédiaire : F ⊆M ⊆ E.
(2) Soit (J,K,N, L) un quadrilatère orporel. Nous appelons "sous-quadrilatère"
(resp. "quadrilatère quotient") de (J,K,N, L) tout quadrilatère (M,E,N, F )
(resp. (J, E, C, F ) ) où E et F sont deux orps intermédiaires :
K ⊆ E ⊆ N , L ⊆ F ⊆ N (resp. J ⊆ E ⊆ K , J ⊆ F ⊆ L).
J
L
K
E
C
M
E
F
F
N
Fig. 2. Sous-quadrilatère & quadrilatère quotient
Nous aurons besoin du lemme immédiat suivant pour les monotonies des bije-
tions de la setion 5.
Lemme 2.3. (1) Soit E/F une extension algébrique. Dans l'ensemble des sous-
extensions (resp. des extensions quotients) de E/F , la relation dénie par
(E/M ′) ≤ (E/M) ⇔ M ⊆ M ′ (resp. (M/F ) ≤ (M ′/F ) ⇔ M ⊆ M ′ )
est une relation d'ordre.
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(2) Soit (J,K,N, L) un quadrilatère orporel. Dans l'ensemble des sous-quadrila-
tères (resp. des quadrilatères quotients) de (J,K,N, L), la relation dénie par
(M ′, E ′, N, F ′) ≤ (M,E,N, F ) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)
(resp. (J, E, C, F ) ≤ (J, E ′, C ′, F ′) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′))
est une relation d'ordre.
Dénition 2.4. Nous appelons "parallélogramme galoisien" (ou "parallélogram-
me" en abrégé) un quadrilatère orporel (J,K,N, L) dans lequel toutes les arêtes
K/J , N/K, N/L, L/J sont des extensions galoisiennes. Nous le notons alors
[J,K,N, L].
Clairement, pour qu'un quadrilatère (J,K,N, L) soit un parallélogramme, il
faut et il sut que les extensions K/J et L/J soient galoisiennes. En onvenant
de gurer par des segments parallèles de longueurs égales les extensions dont les
groupes de Galois sont isomorphes, on obtient une gure du type (où les êhes
symbolisent les extensions galoisiennes)
J
L
N
K
Fig. 3. Parallélogramme galoisien
Par omposition, la "diagonale N/J" d'un parallélogramme [J,K,N, L] est né-
essairement galoisienne. Dans [28℄ , "le degré" d'un parallélogramme galoisien
[J,K,N, L] est déni omme étant le ouple des degrés :
deg[J,K,N, L] := ( [N : K] , [K : J ] ).
Ce degré sera dit "inni" quand l'un des degrés [N : K] ou [K : J ] est in-
ni. Lorsque K = J ou L = J , nous disons que le quadrilatère (J,K,N, L) est
"plat". Tout orps s'identie au quadrilatère plat (F, F, F, F ). Toute extension
(resp. toute extension galoisienne) E/F s'identie au quadrilatère plat (resp. au
parallélogramme plat) (F,E,E, F ) (resp. [F,E,E, F ]) ou à son transposé.
Pour dénir enn le groupe de Galois d'un parallélogramme, plaçons-nous dans
la atégorie produit Gr
2 = Gr ×Gr de la atégorie des groupes par elle-même.
Nous appelons "bigroupe" un objet de Gr
2
, 'est à dire un ouple de groupes.
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Autrement dit, un bigroupe est un (objet en) groupe(s) dans la atégorie produit
Ens
2
de la atégorie des ensembles par elle-même.
Dénition 2.5. [28, Déf.3.6℄ Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien.
Nous appelons "groupe de Galois de [J,K,N, L] ", et nous notons Gal[J,K,N, L]
le bigroupe :
Gal[J,K,N, L] := (Gal(N/K), Gal(N/L)).
Les notions de sous-groupe, de sous-groupe normal et de groupe quotient de
Gal[J,K,N, L] se dénissent de manière évidente à partir des objets orrespon-
dants de Gr
2
(f. [28, Set.3℄ ). Munis des topologies onvenables, nous y revien-
drons setion 6.
3. Propriétés topologiques
Cette setion 3 est préparatoire ; elle regroupe des résultats indépendants né-
essaires aux raisonnements des setions 4 à 6.
Soit E/F une extension galoisienne de degré inni. Munissons le groupe de
Galois G := Gal(E/F ) de sa topologie de Krull (f. [22℄ ou [19, p.340℄). Par les
propriétés générales des groupes topologiques, on sait que pour tout sous-groupe
H de G, l'adhérene H de H est un sous-groupe de G [7, TG III.7℄. C'est le
groupe de Galois de E sur le orps des invariants de H dans E [19, p.344℄ i.e.
H = Gal(E/EH). (0)
Proposition 3.1. (1) La normalité d'un sous-groupe de G dans un autre implique
la normalité de leurs adhérenes :
∀A ≤ G ∀B ≤ G AE B ⇒ AE B.
(2) Pour tout sous-groupe H de G, le orps des invariants dans E du sous-
groupe H et de son adhérene H sont égaux :
EH = EH .
Démonstration. (1) Fixons-nous α ∈ A, et onsidérons l'appliation
fα :G −→ G
γ 7−→ αγ = γ−1α γ
Par la normalité de A dans B, on a lairement fα(B) ⊆ A, et omme fα est
ontinue [7, TGI.9℄
fα(B) ⊆ fα(B) ⊆ A.
Fixons-nous ensuite un β ∈ B. Pour l'automorphisme intérieur
gβ :G −→ G
γ 7−→ γβ,
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on a
∀α ∈ A gβ(α) = fα(β) ∈ A,
de sorte que
∀β ∈ B gβ(A) ⊆ A.
Par la ontinuité de gβ, on en déduit que
gβ(A) ⊆ gβ(A) ⊆ A.
Don
∀β ∈ B ∀α ∈ A gβ(α) = αβ ∈ A,
e qui exprime préisément que AEB.
(2) D'après le (0) i-dessus et le fait que la sous-extension E/EH soit galoisienne,
on a diretement
EH = EGal(E/E
H) = EH . 
Proposition 3.2. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout orps intermé-
diaire E, K ⊆ E ⊆ N , la topologie de Krull de Gal(N/E) est égale à la topologie
induite sur Gal(N/E) par la topologie de Krull de Gal(N/K).
Démonstration. Posons Γ := Gal(N/K), A := Gal(N/E) et soit α un élément
quelonque de A. Prouvons d'abord que tout voisinage V de α pour la topologie
de Krull de A est aussi un voisinage de α pour la topologie induite sur A par
elle de Γ. Par dénition de la topologie de Krull de A, il existe une extension
galoisienne nie M/E, ave M ⊆ N , telle que V ⊇ αGal(N/M).
M
K
E
EF
N
F
Fig. 4. Topologie de Krull induite
En vertu du théorème de l'élément primitif, il existe d'autre part un élément
x ∈ M tel que M = E(x). Soient P (X) = Irr(x,K,X) le polynme minimal
de x sur K, et R := {x=x1 , . . . , xn} l'ensemble des raines de P (X) dans une
lture algébrique xée de K. Puisque l'extension N/K est normale, on a R ⊆ N .
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Considérons alors le orps intermédiaire F := K(R). C'est un orps de déom-
position, don l'extension F/K est galoisienne nie, et omme x = x1 ∈ R, on a
lairement M = E(x) ⊆ EF . On en déduit que
Gal(N/M) ≥ Gal(N/EF ) = Gal(N/E) ∩Gal(N/F ) = A ∩Gal(N/F ) ,
d'où
V ⊇ αGal(N/M) ⊇ α (A ∩Gal(N/F )) = αA ∩ αGal(N/F ) .
Ainsi V ⊇ A ∩ αGal(N/F ) ar α ∈ A. Or αGal(N/F ) est un voisinage de α
pour la topologie de Krull de Γ puisque F/K est galoisienne nie. Cei prouve
que V est bien un voisinage de α pour la topologie induite sur A par elle de Γ.
La réiproque reprend ertains des arguments préédents dans l'ordre inverse.
Soit V = U ∩ A un voisinage de α dans lequel U est un voisinage de α pour la
topologie de Krull de Γ. Il existe une extension galoisienne nie F/K , F ⊆ N ,
telle que U ⊇ αGal(N/F ). Ainsi
V ⊇ αGal(N/F ) ∩A = αGal(N/F ) ∩ αA = α (Gal(N/F ) ∩ A).
Or
Gal(N/F ) ∩ A = Gal(N/F ) ∩Gal(N/E) = Gal(N/EF ),
d'où V ⊇ αGal(N/EF ). Comme l'extension EF/E est galoisienne nie par
translation de F/K par E/K, on a bien prouvé que V est un voisinage de α pour
la topologie de Krull de A. 
Lemme 3.3. Soient N/K une extension galoisienne et E/K, E ⊆ N , une ex-
tension galoisienne quotient de N/K. Soit ρE l'homomorphisme de restrition de
Gal(N/K) sur Gal(E/K). Alors, pour toute extension galoisienne quotient F/K
de N/K,
EF
K
N
E F
F
E
Fig. 5. Parallélogramme galoisien insrit
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on a
ρE(Gal(N/F )) = Gal(E/E ∩ F ).
Démonstration. En translatant l'extension galoisienne E/K par F/K, on obtient
l'extension galoisienne EF/F et un isomorphisme de restrition |E du groupe
Gal(EF/F ) sur Gal(E/E ∩ F ). Soit don r ∈ Gal(E/E ∩ F ) ; il existe s ∈
Gal(EF/F ) tel que s|E = r. Et en onsidérant EF/F omme une extension
galoisienne quotient de N/F , il existe t ∈ Gal(N/F ) tel que t|EF = s. Alors, pour
tout x ∈ E,
(ρE(t))(x) = t|EF (x) = s|E(x) = r(x) ,
de sorte que ρE(t) = r, et Gal(E/E ∩F ) ⊆ ρE(Gal(N/F )). L'autre inlusion est
laire. 
Le lemme préédent nous permet d'énoner un analogue de la proposition 3.2
en remplaçant topologie induite par topologie quotient.
Proposition 3.4. Soit N/K une extension galoisienne. Pour tout orps intermé-
diaire E, K ⊆ E ⊆ N , tel que l'extension E/K soit galoisienne, la topologie de
Krull de Gal(E/K) est égale à la topologie quotient sur Gal(E/K) de la topologie
de Krull de Gal(N/K).
Démonstration. Soit
ρE : Γ := Gal(N/K) −→ G := Gal(E/K)
γ 7−→ γ|E
l'homomorphisme de restrition à E. Considérons d'abord un voisinage V d'un
élément γ|E = ρE(γ) , γ ∈ Γ, de G muni de sa topologie de Krull. Par dénition
de elle-i, il existe une extension galoisienne nie Eγ/K , Eγ ⊆ E, telle que
V ⊇ γ|E Gal(E/Eγ). D'après le lemme 3.3,
ρE(γ Gal(N/Eγ)) = γ|E Gal(E/E ∩ Eγ) = γ|E Gal(E/Eγ).
Il s'ensuit que
ρ−1E (V ) ⊇ ρ−1E (γ|E Gal(E/Eγ)) = ρ−1E (ρE(γ Gal(N/Eγ))) ⊇ γ Gal(N/Eγ).
Comme γ Gal(N/Eγ) est un ouvert pour la topologie de Krull de Γ, on obtient que
ρ−1E (V ) est un voisinage de γ pour ette topologie. Autrement dit, la topologie de
Krull sur G rend ρE ontinue. Or la topologie quotient sur G est par dénition la
plus ne de elles rendant la surjetion ρE ontinue. Cei signie que toute partie
ouverte pour la topologie de Krull de G est ouverte pour la topologie quotient
sur G [7, TGI.11℄.
Considérons maintenant un ouvert Θ pour la topologie quotient sur G de la
topologie de Krull de Γ. Par la ontinuité de ρE pour ette topologie, Ω := ρ
−1
E (Θ)
est un ouvert de Γ, don voisinage de haun de ses points. Par dénition de la
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topologie de Krull sur Γ, il existe, pour tout ω ∈ Ω, une extension galoisienne
nie Eω/K , Eω ⊆ N , telle que
ωGal(N/Eω) ⊆ Ω .
Don lairement
Ω =
⋃
ω∈Ω
ωGal(N/Eω) .
Et omme ρE est surjetive
Θ = ρE(ρ
−1
E (Θ)) = ρE(Ω) =
⋃
ω∈Ω
ω|E ρE(Gal(N/Eω) ) .
En appliquant le lemme 3.3 à l'extension galoisienne quotient Eω/K de N/K, on
obtient don que
Θ =
⋃
ω∈Ω
ω|E Gal(E/E ∩ Eω) .
Or les extensions E ∩ Eω/K sont galoisiennes omme intersetions d'extensions
galoisiennes de K, et elles sont nies omme haque Eω/K. Par onséquent les
ω|E Gal(E/E ∩ Eω) (ω ∈ Ω) sont des ouverts pour la topologie de Krull de G,
et il en est de même de Θ par union. On a don montré que toute partie ouverte
pour la topologie quotient sur G est ouverte pour la topologie de Krull de G.
D'où la onlusion. 
4. Propriétés générales
La propriété suivante de déomposition en produit diret du groupe de Galois
de la diagonale d'un parallélogramme intervient fréquemment dans les démons-
trations des setions 4 à 6.
Proposition 4.1. (dite de "sindement de la diagonale")
Pour tout parallélogramme galoisien [J,K,N, L], le groupe de Galois de la diago-
nale N/J se déompose en produit diret sous la forme
Gal(N/J) = Gal(N/K) × Gal(N/L).
Démonstration. Posons pour abréger
∆ := Gal(N/J), Γ := Gal(N/K), Λ := Gal(N/L).
On a Γ ∩ Λ = 1 ar tout élément de l'intersetion doit laisser xe le ompositum
KL = N . De plus, les extensions K/J et L/J étant galoisiennes, les sous-groupes
Γ et Λ sont normaux dans ∆. On en déduit que leurs éléments ommutent ; d'où
l'existene du produit diret Γ × Λ. Reste à prouver que ∆ = ΓΛ. Soit δ ∈ ∆.
Dans le parallélogramme [J,K,N, L], la restrition à K
ρK : Λ
∼−→ Gal(K/J)
λ 7−→ λ|K
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est un isomorphisme de groupes. Considérons l'antéédent λ := ρ−1K (δ|K), et po-
sons γ := δλ−1. Comme λ|K = δ|K , on a pour tout élément k ∈ K
γ(k) = δ((λ−1)|K(k)) = δ|K((λ|K)
−1(k)) = λ|K ◦ (λ|K )−1(k) = k,
e qui prouve que γ ∈ Γ. Don δ = γλ ∈ ΓΛ, e que l'on voulait. 
Nous généralisons maintenant la partie I du théorème 1.3 de [28℄. Il est sur-
prenant de onstater qu'auune propriété topologique (de fermeture) n'est exigée
sur les groupes onsidérés.
Théorème 4.2. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
onque.
(1) Pour tout sous-groupe A de Gal(L/J) :
(1-1) On a le sous-parallélogramme [LA, KLA, N, L] où LA désigne le orps des
invariants dans L de A.
(1-2) Si de plus A est normal dans Gal(L/J), on a le parallélogramme quotient
[J,K,KLA, LA].
(2) Pour tout sous-groupe A de Gal(N/K) :
(2-1) On a le sous-parallélogramme [L(A|L ), NA, N, L] où L(A|L ) désigne le orps
des invariants dans L de l'image de A par la restrition à L.
(2-2) Si de plus A est normal dans Gal(N/K), on a le parallélogramme quotient
[J,K,NA, L(A|L )].
(3) Pour tous sous-groupes A0 et A1 de Gal(L/J) (resp. Gal(N/K)), avoir A1
normal dans A0 : A1 EA0, implique que l'on ait le parallélogramme
[LA0 , KLA0 , KLA1 , LA1 ] (resp. [L(A0|L), NA0 , NA1 , L(A1|L)] ).
Démonstration. (1) Posons pour simplier F := LA.
(1-1) La donnée du parallélogramme [J,K,N, L] induit l'isomorphisme de res-
trition à K
ρK : Gal(N/L)
∼−→ Gal(K/J) .
λ 7−→ λ|K
Clairement,K∩L = J impliqueK∩F = J . En translatant l'extension galoisienne
K/J par F/J , on obtient l'extension galoisienne KF/F et l'isomorphisme de
restrition à K
rK : Gal(KF/F )
∼−→ Gal(K/J).
[23, p.266,Th.1.12℄. Translatons ensuite l'extension galoisienne KF/F par L/F :
omme KFL = N , on obtient l'isomorphisme de restrition à KF
ρKF : Gal(N/L)
∼−→ Gal(KF/KF ∩ L) ≤ Gal(KF/F ).
Il est lair que ρK = rK ◦ ρKF . Soit alors γ ∈ Gal(KF/F ). Il existe λ ∈ Gal(N/L)
tel que rK(γ) = ρK(λ), d'où
rK(γ) = rK(ρKF (λ)) ⇔ γ = ρKF (λ)
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par injetivité de rK . On en déduit que γ appartient à Gal(KF/KF ∩ L) et
l'égalité Gal(KF/F ) = Gal(KF/KF ∩ L). Ainsi :
F = (KF )Gal(KF/F ) = (KF )Gal(KF/KF∩L) = KF ∩ L ;
d'où le parallélogramme [F,KF,N, L] = [LA, KLA, N, L].
(1-2) D'après la proposition 3.1(1), la normalité de A dans Gal(L/J) implique
elle de son adhérene pour la topologie de Krull de Gal(L/J) :
A = Gal(L/LA)EGal(L/J).
On en déduit que l'extension F = LA/J est galoisienne. En la translatant par
K/J , on obtient l'extension galoisienne KF/K. Comme KF/F est galoisienne
par le (1-1), ei sut à prouver l'existene du parallélogramme [J,K,KF, F ].
(2) (2-1) Par la proposition 4.1, Gal(N/J) = Gal(N/K)× Gal(N/L). En parti-
ulier :
∀δ ∈ Gal(N/L(A|L )) ∃!κ ∈ Gal(N/K) ∃!λ ∈ Gal(N/L) δ = κλ,
et par restrition à L dans Gal(N/J) : δ|L = κ|L. Restreinte au sous-groupe
Gal(N/L(A|L )), ette restrition à L est à valeurs dans Gal(L/L(A|L )), de sorte
que κ|L ∈ Gal(L/L(A|L )). De plus, en vertu du parallélogramme [J,K,N, L], on a
l'homéomorphisme de groupes pronis munis de leurs topologies de Krull :
ρL : Gal(N/K)
∼−→ Gal(L/J) .
γ 7−→ γ|L
Or, par un homéomorphisme, l'adhérene de l'image d'une partie est égale à
l'image de l'adhérene de ette partie. D'où
ρL(A) = ρL(A) .
Ainsi, par le (0) de la setion 3,
Gal(L/L(A|L )) = Gal(L/LρL(A)) = ρL(A) = ρL(Gal(N/N
A)).
Don κ|L = ρL(κ) ∈ ρL(Gal(N/NA)), et par injetivité, κ appartient néessai-
rement à Gal(N/NA). Cei prouve que Gal(N/L(A|L )) est inlus dans le produit
diret Gal(N/NA) × Gal(N/L). Comme par ailleurs Gal(N/NA) et Gal(N/L)
sont inlus dans Gal(N/L(A|L )), on a l'égalité
Gal(N/L(A|L )) = Gal(N/NA)×Gal(N/L).
On en déduit que
NA ∩ L = NGal(N/NA) ∩NGal(N/L)
= N<Gal(N/N
A),Gal(N/L)>
= NGal(N/L
(A|L
)
) = L(A|L ).
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De plus, N = KL ⊆ NAL ⊆ N d'où N = NAL, et l'on a bien le parallélogramme
[L(A|L ), NA, N, L].
(2-2) Posons pour simplier F := L(A|L ) et E := NA. En vertu du (2-1) pré-
èdent, on a le parallélogramme [F,E,N, L] et l'extension E/F est galoisienne.
Dans les notations de la démonstration de e même (2-1), on a
Gal(L/F ) = ρL(Gal(N/E)) .
Or par la proposition 3.1(1), la normalité de A dans Gal(N/K) implique elle
de A = Gal(N/E) qui se transmet par l'isomorphisme ρL à Gal(L/F ), de sorte
que F/J est une extension galoisienne. Clairement d'autre part, K ∩ F = J (ar
K ∩ L = J) et KF ⊆ E. Il reste à prouver que ette dernière inlusion est
une égalité. Appliquons pour ela la proposition 4.1 dans les parallélogrammes
[F,E,N, L] et [F,KF,N, L] (f. (1-1)). On a :
Gal(N/F ) = Gal(N/E)×Gal(N/L) = Gal(N/KF )×Gal(N/L).
Pour tout κ ∈ Gal(N/KF ), il existe don α ∈ Gal(N/E) et λ ∈ Gal(N/L)
tels que κ idN = αλ. Or, de KF ⊆ E suit Gal(N/E) ⊆ Gal(N/KF ) d'où α ∈
Gal(N/KF ). Par uniité des déompositions dans un produit diret, on en déduit
que κ = α ∈ Gal(N/E), e qui prouve que Gal(N/KF ) = Gal(N/E). Mais alors :
E = NGal(N/E) = NGal(N/KF ) = KF
e que l'on voulait.
(3) Par le (1-1) (resp. le (2-1)), la donnée d'un sous-groupe A0 de Gal(L/J)
(resp. Gal(N/K) ) induit le parallélogramme
[LA0 , KLA0 , N, L] (resp. [LA0|L , NA0 , N, L] ).
De plus, d'après la proposition 3.1(1), avoir A1 E A0 implique que A1 E A0. Si
A0 = Gal(L/L
A0), le (1-2) fournit don le parallélogramme
[LA0 , KLA0 , KLA0LA1 , LA1] = [LA0 , KLA0, KLA1 , LA1 ]
en vertu du (2) de la proposition 3.1. Enn, si A0 = Gal(N/N
A0), en utilisant
que par l'homéomorphisme de restrition à L
(A1)|L = (A1|L) ,
on obtient par le (2-2) le parallélogramme
[L(A0|L), NA0 , NA1 , L(A1|L)] = [L(A0|L ), NA0 , NA1 , L(A1|L)] . 
Corollaire 4.3. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme de degré quelonque.
(1) Pour tout orps intermédiaire J ⊆ F ⊆ L :
(1-1) On a le sous-parallélogramme [F,KF,N, L].
(1-2) Le fait d'avoir l'extension quotient F/J galoisienne implique l'existene
du parallélogramme quotient [J,K,KF, F ].
(2) Pour tout orps intermédiaire K ⊆ E ⊆ N :
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(2-1) On a le sous-parallélogramme [E ∩ L,E,N, L].
(2-2) Le fait d'avoir l'extension quotient E/K galoisienne implique l'existene
du parallélogramme quotient [J,K,E,E ∩ L].
5. Théorie de Galois générale algébrique en dimension 2
On développe dans ette setion une théorie de Galois générale en dimension 2
dont les résultats sont indépendants de toute topologie. Elle ontient la théorie de
Galois générale des extensions de orps, elles-i n'étant que des parallélogrammes
plats (Set.2).
Le théorème suivant assoie à tout sous-groupe du groupe de Galois d'un
parallélogramme (Déf. 2.5) un sous-parallélogramme et un quadrilatère quotient.
Théorème 5.1. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
onque.
(1) Pour tout sous-groupe A (resp. B) de Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)), on a
le sous-parallélogramme galoisien
[NA×B, NA, N,NB] ,
et le quadrilatère orporel
(J,K(B|K ), NA×B, L(A|L )) ,
où A|L (resp. B|K) est l'image de A (resp. B) par la restrition à L (resp. K).
(2) Si de plus A (resp. B) est normal dans Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)), on
a le parallélogramme galoisien quotient [J,K(B|K ), NA×B, L(A|L )].
(A L )
)(B K
L
N
N
B
J
L
K
N
N
K
AxB
A
Fig. 6. Sous-parallélogramme & parallélogramme quotient
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Démonstration. (1) Existene de [NA×B, NA, N,NB]. Clairement, le sous-groupe
de Gal(N/J) engendré par A et B est égal au produit diret de A par B, d'où
NA ∩NB = N<A,B> = NA×B .
Ensuite, on déduit de K ⊆ NA ⊆ N et L ⊆ NB ⊆ N que
KL = N ⊆ NANB ⊆ N ,
d'oùNANB = N . Cei prouve l'existene du sous-quadrilatère (NA×B, NA, N,NB).
De plus, on a le sous-parallélogramme [L(A|L ), NA, N, L] d'après le (2-1) du théo-
rème 4.2. En partiulier, l'extension NA/L(A|L ) est galoisienne. Comme
L(A|L ) = NA ∩ L ⊆ NA ∩NB = NA×B ,
la sous-extensionNA/NA×B est galoisienne. Par le même raisonnement dans le pa-
rallélogramme transposé [J, L,N,K], on déduit ette fois du sous-parallélogramme
[K(B|K ), NB, N,K] que l'extension NB/NA×B est galoisienne.
Existene de (J,K(B|K ), NA×B, L(A|L )). A l'évidene, K ∩ L = J implique
K(B|K ) ∩ L(A|L ) = J . Reste à prouver que K(B|K ) L(A|L ) = NA×B. En appliquant
le sindement de la diagonale (Prop.4.1) dans les parallélogrammes galoisiens
[K(B|K ), NB, N,K] et [L(A|L ), NA, N, L], on a respetivement
Gal(N/K(B|K )) = Gal(N/K)×Gal(N/NB) ,
Gal(N/L(A|L )) = Gal(N/NA)×Gal(N/L) .
Ainsi, l'intersetion
Gal(N/K(B|K )) ∩Gal(N/L(A|L )) = Gal(N/K(B|K ) L(A|L ))
est égale à
Gal(N/NA)×Gal(N/NB) = Gal(N/NA×B)
en vertu du sous-parallélogramme [NA×B, NA, N,NB]. On en déduit
K(B|K ) L(A|L ) = NGal(N/K
(B|K
)
L
(A|L
)
) = NGal(N/N
A×B ) = NA×B
e que l'on voulait.
(2) D'après le (2-2) du théorème 4.2, le fait que A (resp. B) soit normal dans
Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)) induit le parallélogramme
[J,K,NA, L(A|L )] ( resp. [J, L,NB, K(B|K )] ).
En partiulier, les extensions L(A|L )/J et K(B|K )/K sont galoisiennes. Cei sut
à prouver que le quadrilatère (J,K(B|K ), NA×B, L(A|L)) du (1) est bien un paral-
lélogramme. 
La proposition suivante est générale et algébrique dans la mesure où elle s'énone
sans argument topologique. Elle onduira, par restrition aux sous-groupes fermés
pour la topologie de Krull, au théorème 6.7.
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Proposition 5.2. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
onque.
(1) Sous-parallélogrammes galoisiens
(1-1) L'appliation
Φs : [M,E,N, F ] 7−→ Gal[M,E,N, F ]
est une injetion de l'ensemble des sous-parallélogrammes de [J,K,N, L] dans
l'ensemble des sous-bigroupes du groupe de Galois de [J,K,N, L] (f. Déf. 2.5).
(1-2) L'appliation
Ψs : (A,B) 7−→ [NA×B, NA, N,NB]
est une surjetion de l'ensemble des sous-bigroupes de Gal[J,K,N, L] sur l'en-
semble des sous-parallélogrammes de [J,K,N, L].
(1-3) Le omposé Ψs ◦ Φs est l'identité.
(2) Parallélogrammes galoisiens quotients
(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J, E, C, F ] de [J,K,N, L], il existe
un unique sous-bigroupe normal (A,B) de Gal[J,K,N, L] tel que l'on ait par
restrition A|L = Gal(L/F ) et B|K = Gal(K/E). Préisément :
A = Gal(N/KF ) , B = Gal(N/EL) .
(2-1) Dans les notations du (2-0), l'appliation
Φq : [J, E, C, F ] 7−→ (A,B)
est une injetion de l'ensemble des parallélogrammes quotients de [J,K,N, L] dans
l'ensemble des sous-bigroupes normaux de Gal[J,K,N, L].
(2-2) L'appliation
Ψq : (A,B) 7−→ [J,K(B|K ), NA×B, L(A|L )]
est une surjetion de l'ensemble des sous-bigroupes normaux de Gal[J,K,N, L]
sur l'ensemble des parallélogrammes quotients de [J,K,N, L].
(2-3) Le omposé Ψq ◦ Φq est l'identité.
(2-4) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme
Gal[J, E, C, F ]
∼−→ Gal[J,K,N, L] / (A,B) .
Démonstration. (1) (1-1) Par la dénition 2.5,
Gal[M,E,N, F ] = Gal[M ′, E ′, N, F ′] ⇔
{
Gal(N/E) = Gal(N/E ′)
Gal(N/F ) = Gal(N/F ′)
.
En prenant les invariants dans N de es groupes, on en déduit que E = E ′ et
F = F ′ ; d'où M = E ∩ F = E ′ ∩ F ′ =M ′, et l'injetivité de Φs est prouvée.
(1-2) L'appliation Ψs existe en vertu du (1) du théorème 5.1. Sa surjetivité
résulte immédiatement du (1-3).
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(1-3) Soit [M,E,N, F ] un sous-parallélogramme de [J,K,N, L]. D'après la pro-
position 4.1, Gal(N/E)×Gal(N/F ) = Gal(N/M), de sorte que
Ψs ◦ Φs([M,E,N, F ]) = Ψs(Gal(N/E) , Gal(N/F ))
= [NGal(N/M), NGal(N/E), N,NGal(N/F )]
= [M,E,N, F ] .
(2) (2-0) D'après le (1-1) du orollaire 4.3, on a le parallélogramme [F,KF,N, L]
dans lequel Gal(N/KF )|L = Gal(L/F ) . De plus, dans [J, E, C, F ], l'extension
F/J est galoisienne et, d'après le (1-2) de e même orollaire, on a le parallélo-
gramme quotient [J,K,KF, F ]. En partiulier l'extension KF/K est galoisienne
et Gal(N/KF ) est un sous-groupe normal de Gal(N/K), e qui permet de po-
ser A := Gal(N/KF ). Même raisonnement dans le parallélogramme transposé
[J, L,N,K] en prenant B := Gal(N/EL). De plus, dans [J,K,N, L], les res-
tritions à L et K sont des isomorphismes ; don les sous-groupes A et B sont
néessairement uniques.
(2-1),(2-2),(2-3) L'existene de l'appliation Φq résulte de l'uniité du sous-
bigroupe normal (A,B) du (2-0). L'appliation Ψq résulte quant à elle du (2) du
théorème 5.1. Pour A = Gal(N/KF ) et B = Gal(N/EL), on a par (2-0) :
Ψq ◦ Φq([J, E, C, F ]) = Ψq(A,B)
= [J,KGal(K/E), NA×B, LGal(L/F )]
= [J, E,NA×B, F ] .
De e dernier parallélogramme, on déduit en partiulier que EF = NA×B, et dans
[J, E, C, F ], on a EF = C. Finalement le omposé Ψq ◦ Φq est l'identité, e qui
implique que Φq est injetive et Ψq surjetive.
(2-4) Par dénition
Gal[J, E, C, F ] = (Gal(C/E), Gal(C/F ))
∼−→ (Gal(F/J), Gal(E/J)).
De l'existene des parallélogrammes [J,K,KF, F ] et [J, L, EL,E] (f. Th 4.2
(1-2)), on déduit alors que
Gal[J, E, C, F ]
∼−→ (Gal(KF/K), Gal(EL/L))
∼−→ (Gal(N/K)/Gal(N/KF ) , Gal(N/L)/Gal(N/EL))
∼−→ Gal[J,K,N, L]/(A,B)
par (2-0). 
Le théorème suivant fournit des égalités générales entre orps assez surpre-
nantes au vu des hypothèses minimalistes. Elles laissent entrevoir des propriétés
inattendues des extensions galoisiennes qui seront étudiées au hapitre 4 ave la
notion de tour galoisienne de omposition. De plus, es égalités induisent omme
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une dualité entre le ompositum et l'intersetion de deux orps K et L. Nous la
traduisons pour e qui nous onerne en termes de quadrilatères dans la propo-
sition 5.5 à suivre : il y a orrespondane biunivoque entre les sous-quadrilatères
et les quadrilatères quotients de tout parallélogramme [K ∩ L,K,KL, L].
Théorème 5.3. ( dit "de l'éartelé"
2
)
Soient K et L deux orps ontenus dans un même orps et J := K ∩ L. On
suppose seulement les extensions K/J et L/J galoisiennes, leurs degrés étant
quelonques. Alors :
(1) Pour tous orps intermédiaires E et F : J ⊆ E ⊆ K , J ⊆ F ⊆ L , on a
l'égalité
KF ∩ EL = EF .
J
L
K
EF
KL
E
F
EL
KF
Fig. 7. Eartelé ompositum
(2) Pour tous orps intermédiaires E et F : K ⊆ E ⊆ KL , L ⊆ F ⊆ KL , on
a l'égalité
(K ∩ F )(E ∩ L) = E ∩ F .
J
L
K
KL
E
F
FK
LE
E F
Fig. 8. Eartelé intersetion
2
du nom du blason qu'évoquent, en héraldique, les gures orrespondant au théorème.
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Démonstration. Posons N := KL. Comme les extensions K/J et L/J sont galoi-
siennes, on dispose du parallélogramme galoisien [J,K,N, L].
(1) D'après le (1) du orollaire 4.3, on a le sous-parallélogramme [F,KF,N, L].
Dans elui-i, le sindement de la diagonale (Prop. 4.1) fournit l'égalité
Gal(N/F ) = Gal(N/KF )×Gal(N/L) .
De même, dans le parallélogramme transposé [J, L,N,K], on a le sous-parallélo-
gramme [E,EL,N,K] et l'égalité
Gal(N/E) = Gal(N/K)×Gal(N/EL) .
On en déduit que
Gal(N/EF ) = Gal(N/F ) ∩Gal(N/E) = Gal(N/KF )×Gal(N/EL)
et ainsi
EF = NGal(N/EF ) = NGal(N/KF )×Gal(N/EL) .
Il en résulte, par le (1-1) de la proposition 5.2, que
Ψs(Gal(N/KF ), Gal(N/EL)) = [EF,KF,N,EL] ,
et en partiulier KF ∩ EL = EF .
(2) Posons A := Gal(N/E), B := Gal(N/F ). D'après le (2-1) du théorème 4.2,
on a les parallélogrammes [L(A|L ), E,N, L] , [K(B|K ), F,N,K], et don
E ∩ L = L(A|L ) , K ∩ F = K(B|K ) .
D'autre part, d'après le (1) du théorème 5.1, on a le quadrilatère
(J,K(B|K ), NA×B, L(A|L))
où NA×B = NA ∩NB. Ainsi :
E ∩ F = NA ∩NB = NA×B = K(B|K )L(A|L ) = (K ∩ F )(E ∩ L) .

Corollaire 5.4. Soient K et L deux orps ontenus dans un même orps. On
suppose seulement que les extensions K/(K ∩L) et L/(K ∩L) sont galoisiennes.
Alors :
(1) Pour tous orps intermédiaires E et F : K ∩ L ⊆ E ⊆ K , K ∩ L ⊆ F ⊆ L ,
on a le parallélogramme galoisien
[EF,KF,KL,EL]
et le quadrilatère orporel
(K ∩ L,E,EF, F ) .
(2) Pour tous orps intermédiaires E et F : K ⊆ E ⊆ KL , L ⊆ F ⊆ KL , on a
le parallélogramme galoisien
[E ∩ F,E,KL, F ]
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et le quadrilatère orporel
(K ∩ L,K ∩ F,E ∩ F,E ∩ L) .
Démonstration. (1) Le parallélogramme [EF,KF,KL,EL] apparaît déjà dans la
démonstration du (1) du théorème 5.3. Et il est lair que E ∩ F = K ∩ L.
(2) Soit N := KL. D'après le (1) du théorème 5.1 appliqué ave A = Gal(N/E)
et B = Gal(N/F ), on a le sous-parallélogramme
[NA×B, E,N, F ] = [E ∩ F,E,N, F ]
en vertu du (2) de la démonstration du théorème 5.3 qui donne aussi le quadri-
latère
(K ∩ L,K ∩ F,E ∩ F,E ∩ L) . 
Proposition 5.5. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
onque. Notons
Squad [J,K,N, L] ou Squad ( resp. Rquad [J,K,N, L] ou Rquad)
l'ensemble des sous-quadrilatères (resp. des quadrilatères quotients) de [J,K,N, L].
Pour les relations d'ordre du (2) du lemme 2.3 :
(1) L'appliation
R : Squad −→ Rquad
(M,E,N, F ) 7−→ (J,K ∩ F,M,E ∩ L)
est une bijetion déroissante.
E
K
N
J
L
LE
K F
F
M
Fig. 9. Bijetion R
(2) L'appliation
S : Rquad −→ Squad
(J, E, C, F ) 7−→ (C,KF,N,EL)
est une bijetion déroissante.
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J
L
K
E
F
EL
KF
C
N
Fig. 10. Bijetion S
(3) Les appliations R et S sont réiproques l'une de l'autre.
(4) On a l'égalité des ardinaux (éventuellement innis)
| Rquad |= | Squad | .
Démonstration. Dans le parallélogramme [J,K,N, L], les extensions K/J et L/J
sont galoisiennes.
(1) L'appliation R existe bien ar d'après le (2) du théorème de l'éartelé
(K ∩ F )(E ∩ L) = E ∩ F =M ,
d'où le quadrilatère quotient (J,K ∩ F,M,E ∩ L). La déroissane de R résulte
diretement de la dénition des relations d'ordre du lemme 2.3(2) ar
(M ′, E ′, N, F ′) ≤ (M,E,N, F ) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)
implique que
(E ∩ L ⊆ E ′ ∩ L , K ∩ F ⊆ K ∩ F ′)
m
(J,K ∩ F,M,E ∩ L) ≤ (J,K ∩ F ′,M ′, E ′ ∩ L) .
La bijetivité de R est une onséquene du (3) i-dessous.
(2) L'appliation S existe bien ar d'après le (1) du théorème de l'éartelé
KF ∩ EL = EF ,
d'où le sous-quadrilatère (C,KF,N,EL). La déroissane de S résulte direte-
ment du lemme 2.3(2) ar
(J, E, C, F ) ≤ (J, E ′, C ′, F ′) ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)
implique que
(KF ⊆ KF ′ , EL ⊆ E ′L)
m
(C ′, KF ′, N, E ′L) ≤ (C,KF,N,EL) .
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La bijetivité de S est une onséquene du (3) suivant.
(3) Pour tout sous-quadrilatère (M,E,N, F ) ∈ Squad, on a
S ◦ R(M,E,N, F ) = S(J,K ∩ F,M,E ∩ L) = (M,K(E ∩ L), N, (K ∩ F )L) .
Or d'après le (2) du théorème de l'éartelé appliqué à E et N (resp. N et F ) on
obtient
K(E ∩ L) = E ( resp. (K ∩ F )L = F) ,
e qui prouve que S ◦ R = idSquad.
Pour tout quadrilatère quotient (J, E, C, F ) ∈ Rquad, on a
R ◦ S(J, E, C, F ) = R(C,KF,N,EL) = (J,K ∩ EL,C,KF ∩ L) .
Or d'après le (1) du théorème de l'éartelé appliqué à J et E (resp. F et J ), on
obtient
K ∩ EL = E ( resp. KF ∩ L = F) ,
e qui prouve que R ◦ S = idRquad. 
6. Généralisation topologique de la théorie de Galois nie
en dimension 2
Dans ette setion, nous enrihissons la proposition algébrique 5.2 en munissant
les groupes de Galois de leur topologie de Krull. Considérées dans la atégorie
produit ProGr
2
de la atégorie des groupes pronis ProGr par elle-même, les
appliations Φ et Ψ de la proposition 5.2 deviennent des bijetions. Le théorème
6.7 généralise ainsi, d'une part le théorème prinipal de la théorie de Galois
nie en dimension 2 [28, Th.4-2℄ généralisant lui-même la bijetion de Galois
lassique, d'autre part le théorème de Krull qui se retrouve en partiularisant à
des parallélogrammes galoisiens innis plats.
Par dénition dans [33, p.101℄, tout sous-groupe d'un sous-groupe topologique
est fermé. On sait que tout sous-groupe fermé H d'un groupe proni G est proni,
et si H est normal, le quotient G/H est aussi proni. Cei nous onduit à poser
la dénition suivante.
Dénition 6.1. (1) Nous appelons "sous-groupe proni" (resp. "sous-groupe
proni normal") d'un groupe proni G tout sous-groupe (resp. sous-groupe nor-
mal) H de G fermé pour la topologie de G. Nous érirons
H ≤c G ( resp. H Ec G) .
(2) Nous appelons "sous-bigroupe proni" (resp. "sous-bigroupe proni normal")
d'un bigroupe proni (G1, G2) tout bigroupe (H1, H2) tel que l'on ait
Hi ≤c Gi ( resp. Hi Ec Gi) (i=1,2) .
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Nous érirons
(H1, H2) ≤c (G1, G2) ( resp. (H1, H2)Ec (G1, G2)) .
(3) Nous appelons "bigroupe proni quotient" d'un bigroupe proni (G1, G2)
par un sous-bigroupe proni normal (H1, H2) le bigroupe (G1/H1, G2/H2). Nous
érirons
(G1, G2)/(H1, H2) := (G1/H1, G2/H2) .
(4) Nous appelons "isomorphisme de bigroupes pronis"
(f1, f2) : (G1, G2)
∼−→ (G′1, G′2)
un morphisme de ProGr
2
tel que haun des
fi : Gi
∼−→ G′i (i = 1, 2)
soit un isomorphisme de groupes pronis.
Pour éviter toute ambiguïté dans la démonstration de la proposition 6.4 i-
dessous, sortons du ontexte le fait général suivant.
Lemme 6.2. Soient X un espae topologique et A une partie fermée de X. Pour
toute partie B de A, avoir B fermée dans A muni de la topologie induite par elle
de X équivaut à avoir B fermée dans X.
Démonstration. Si B est fermée dans A, il existe un fermé F de X tel que B =
F ∩A, et inversement, il sut d'érire B = B ∩ A. 
Lemme 6.3. Soit E/F une extension galoisienne. Pour tous orps intermédiaires
M et M ′ entre F et E, on a les équivalenes
M ⊆M ′ ⇔ Gal(E/M ′) ≤ Gal(E/M) ⇔ Gal(E/M ′) ≤c Gal(E/M)
où les groupes Gal(E/M) et Gal(E/M ′) sont munis de leurs topologies de Krull.
Démonstration. La première équivalene étant laire, il sut de prouver la se-
onde et plus préisément le sens diret de elle-i. Appliquons le lemme 6.2
préédent ave
X := Gal(E/F ) , A := Gal(E/M) , B := Gal(E/M ′) .
Par hypothèse B ⊆ A, et d'après le théorème de Krull lassique, on a
A ≤c X , B ≤c X .
Don B est fermé dans A muni de la topologie induite par elle de X . Or, en vertu
de la proposition 3.2, ette topologie induite sur A oïnide ave la topologie de
Krull de A. On a don bien montré que Gal(E/M ′) est fermé dans Gal(E/M)
muni de sa topologie de Krull. 
Les groupes pronis qui interviennent dans la suite sont des groupes de Galois.
Nous onvenons une fois pour toutes qu'étant donnée une extension galoisienne,
son groupe de Galois est muni de sa topologie de Krull.
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Proposition 6.4. Lorsque E/F est une extension galoisienne, la relation d'ordre
du lemme 2.3.(1) dans l'ensemble des sous-extensions de E/F (resp. des exten-
sions galoisiennes quotients de E/F ) s'érit
(E/M ′) ≤ (E/M) ⇔ Gal(E/M ′) ≤c Gal(E/M)
( resp. (M/F ) ≤ (M ′/F ) ⇔ Gal(E/M ′) ≤c Gal(E/M) ) .
Démonstration. Immédiate par le lemme 6.3. 
Pour le généraliser en dimension 2, reformulons maintenant le théorème de
Krull lassique [8, AV.64,Th.4℄.
Théorème 6.5. (Théorème de Krull revisité)
Soit N/K une extension galoisienne de degré quelonque. On munit l'ensemble
des sous-extensions (resp. des extensions galoisiennes quotients) de N/K de la
relation d'ordre de la proposition 6.4 i-dessus. Alors :
(1) L'appliation
(N/E) 7−→ Gal(N/E)
est une bijetion roissante de l'ensemble des sous-extensions de N/K sur l'en-
semble des sous-groupes pronis de Gal(N/K). Sa réiproque est l'appliation,
elle-même roissante,
H 7−→ (N/NH) .
(2) L'appliation
(E/K) 7−→ Gal(N/E)
est une bijetion déroissante de l'ensemble des extensions galoisiennes quotients
de N/K sur l'ensemble des sous-groupes pronis normaux de Gal(N/K). Sa ré-
iproque est l'appliation, elle-même déroissante,
H 7−→ (NH/K) .
De plus, la restrition à E induit un isomorphisme de groupes pronis
Gal(E/K)
∼−→ Gal(N/K)/Gal(N/E) .
Démonstration. Tout résulte diretement du théorème de Krull lassique, à l'ex-
eption de la monotonie des réiproques (lorsque les ordres sont partiels, la réi-
proque d'une bijetion monotone n'est pas néessairement monotone).
(1) Soient H1 et H2 deux sous-groupes pronis de Gal(N/K) tels que H1 ≤c H2.
Par dénition, on a
H1 = H1 = Gal(N/N
H1) ≤c H2 = H2 = Gal(N/NH2) ,
e qui équivaut à (N/NH1) ≤ (N/NH2) par la proposition 6.4.
(2) Dans les notations du (1), supposons de plusH1 etH2 normaux dansGal(N/K).
On a toujours Gal(N/NH1) ≤c Gal(N/NH2), e qui équivaut par la proposition
6.4 à avoir (NH2/K) ≤ (NH1/K). 
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Proposition 6.6. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien. La relation d'
ordre du lemme 2.3 dans l'ensemble des sous-parallélogrammes galoisiens (resp.
des parallélogrammes galoisiens quotients) de [J,K,N, L] s'érit
[M ′, E ′, N, F ′] ≤ [M,E,N, F ] ⇔ Gal[M ′, E ′, N, F ′] ≤c Gal[M,E,N, F ]
( resp.
[J, E, C, F ] ≤ [J, E ′, C ′, F ′] ⇔ Gal[C ′, KF ′, N, E ′L] ≤c Gal[C,KF,N,EL] ) .
Démonstration. (1) Sous-parallélogrammes. Par dénition
[M ′, E ′, N, F ′] ≤ [M,E,N, F ] ⇔ (E ⊆ E ′ , F ⊆ F ′)
et en vertu du lemme 2.3
⇔
{
Gal(N/E ′) ≤c Gal(N/E)
Gal(N/F ′) ≤c Gal(N/F ) ⇔ Gal[M
′, E ′, N, F ′] ≤c Gal[M,E,N, F ] .
(2) Parallélogrammes quotients. D'après la proposition 5.5, on a l'équivalene
[J, E, C, F ] ≤ [J, E ′, C ′, F ′] ⇔ [C ′, KF ′, N, E ′L] ≤ [C,KF,N,EL] ;
d'où la onlusion par le (1) préédent. 
Le théorème 6.7 qui suit généralise en degré quelonque le théorème prinipal
de la théorie de Galois nie en dimension 2 (Th.4.2. de [28℄). En se limitant à
des sous-groupes fermés, il rend bijetives les injetions Φ et les surjetions Ψ
de la proposition algébrique 5.2. De plus, en se limitant à des parallélogrammes
plats, il redonne exatement la double bijetion du théorème de Krull revisité.
Ainsi, le théorème 6.7 suivant généralise en dimension 2 le théorème de Krull,
tout omme le théorème 4.2. de [28℄ généralisait le théorème de Galois lassique
pour des extensions nies.
Théorème 6.7. Soit [J,K,N, L] un parallélogramme galoisien de degré quel-
onque, de groupe de Galois Gal[J,K,N, L] (Déf. 2.5). On munit l'ensemble
des sous-parallélogrammes galoisiens (resp. des parallélogrammes galoisiens quo-
tients) de [J,K,N, L] de la relation d'ordre de la proposition 6.6. Alors :
(1) Sous-parallélogrammes galoisiens
L'appliation
[M,E,N, F ] 7−→ Gal[M,E,N, F ]
est une bijetion roissante de l'ensemble des sous-parallélogrammes de [J,K,N, L]
sur l'ensemble des sous-bigroupes pronis de Gal[J,K,N, L], dont la réiproque
est l'appliation, elle-même roissante,
(A,B) 7−→ [NA×B, NA, N,NB] .
(2) Parallélogrammes galoisiens quotients
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(2-0) Pour tout parallélogramme quotient [J, E, C, F ] de [J,K,N, L], il existe
un unique sous-bigroupe proni normal (A,B) de Gal[J,K,N, L] tel que l'on ait
A|L = Gal(L/F ) et B|K = Gal(K/E). Préisément :
A = Gal(N/KF ) , B = Gal(N/EL) .
J
L
K
B
A
EL
F
E
KF
C
N
Fig. 11. Sous-bigroupe assoié à un parallélogramme quotient
(2-1) Dans les notations du (2-0), l'appliation
[J, E, C, F ] 7−→ (A,B)
est une bijetion déroissante de l'ensemble des parallélogrammes quotients de
[J,K,N, L] dans l'ensemble des sous-bigroupes pronis normaux de Gal[J,K,N, L]
dont la réiproque est l'appliation, elle-même déroissante,
(A,B) 7−→ [J,K(B|K ), NA×B, L(A|L )] .
(2-2) Dans les notations du (2-0), on a l'isomorphisme de bigroupes pronis
Gal[J, E, C, F ]
∼−→ Gal[J,K,N, L] / (A,B) .
Démonstration. On reprend les notations Φ et Ψ des appliations de la proposi-
tion 5.2 en ajoutant des tildes pour marquer que l'on se limite aux sous-bigroupes
pronis de Gal[J,K,N, L].
(1) L'appliation Φ˜s : [M,E,N, F ] 7−→ Gal[M,E,N, F ] du (1) existe bien ar
par dénition Gal[M,E,N, F ] = (Gal(N/E), Gal(N/F )) où Gal(N/E) (resp.
Gal(N/F )) est fermé dans Gal(N/K) (resp. Gal(N/L)) en vertu du théorème de
Krull, de sorte que
(Gal(N/E), Gal(N/F )) ≤c Gal[J,K,N, L] .
Soit Ψ˜s : (A,B) 7−→ [NA×B, NA, N,NB] la restrition à l'ensemble des sous-
bigroupes pronis de Gal[J,K,N, L] de l'appliationΨs du (1-2) de la proposition
5.2. D'après le (1-3) de ette même proposition, le omposé Ψ˜s ◦ Φ˜s est l'identité.
De plus, pour tout sous-bigroupe proni (A,B) de Gal[J,K,N, L], on a
Φ˜s◦Ψ˜s(A,B) = Φ˜s([NA×B, NA, N,NB]) = (Gal(N/NA), Gal(N/NB)) = (A,B).
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Mais par dénition
(A,B) ≤c Gal[J,K,N, L] ⇒
{
A ≤c Gal(N/K)
B ≤c Gal(N/L)
de sorte que Φ˜s◦Ψ˜s(A,B) = (A,B). Les appliations Φ˜s, Ψ˜s sont don réiproques
l'une de l'autre, et en partiulier bijetives. Montrons qu'elles sont roissantes.
C'est lair diretement pour Φ˜s d'après la proposition 6.6. Pour Ψ˜s, onsidérons
deux sous-bigroupes pronis de Gal[J,K,N, L]
(A′, B′) ≤c (A,B) ;
et posons
[M,E,N, F ] := Ψ˜s(A,B) , [M
′, E ′, N, F ′] := Ψ˜s(A′, B′) .
Par e qui préède
Gal[M,E,N, F ] = Φ˜s([M,E,N, F ]) = Φ˜s ◦ Ψ˜s(A,B) = (A,B) .
Don
Gal[M ′, E ′, N, F ′] = (A′, B′) ≤c (A,B) = Gal[M,E,N, F ] ,
e qui équivaut, par la proposition 6.6, à [M ′, E ′, N, F ′] ≤ [M,E,N, F ] .
(2) (2-0) Ce n'est que le (2-0) de la proposition 5.2 en rajoutant le fait que
A = Gal(N/KF ) et B = Gal(N/EL) sont des sous-groupes fermés en vertu du
théorème de Krull.
(2-1) L'appliation Φ˜q : [J, E, C, F ] 7−→ (A,B) du (2-1) existe bien ar d'après
le (2-0) préèdent, on a
(A,B)Ec Gal[J,K,N, L]
Soit Ψ˜q : (A,B) 7−→ [J,K(B|K ), NA×B, L(A|L )] la restrition à l'ensemble des
sous-bigroupes pronis normaux de Gal[J,K,N, L] de l'appliation Ψq du (2-2)
de la proposition 5.2. D'après le (2-3) de ette même proposition, le omposé
Ψ˜q ◦ Φ˜q est l'identité. De plus, pour tout sous-groupe proni normal (A,B) de
Gal[J,K,N, L], on a
Φ˜q ◦ Ψ˜q(A,B) = Φ˜q([J,K(B|K ), NA×B, L(A|L )]) = (A′, B′)
où par dénition A′ (resp. B′) est l'unique sous-groupe de Gal(N/K) (resp.
Gal(N/L)) tel que A′|L = Gal(L/L
(A|L )) ( resp. B′|K = Gal(K/K
(B|K )
) . Or
dans le parallélogramme galoisien [J,K,N, L], la restrition à L est un isomor-
phisme de groupes pronis de Gal(N/K) sur Gal(L/J). Ainsi : (A|L) = (A)|L.
Comme A est fermé, on en déduit que Gal(L/L(A|L )) = A|L . De la même façon
Gal(K/K(B|K )) = B|K . Il en résulte par uniité que Φ˜q ◦ Ψ˜q(A,B) = (A,B) . Les
appliations Φ˜q, Ψ˜q sont don réiproques l'une de l'autre, et en partiulier bije-
tives. Montrons qu'elles sont déroissantes. Pour Φ˜q, on a d'après la proposition
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6.6
[J, E, C, F ] ≤ [J, E ′, C ′, F ′] ⇔ Gal[C ′, KF ′, N, E ′L] ≤c Gal[C,KF,N,EL] ,
et par dénition
⇔
{
Gal(N/KF ′) ≤c Gal(N/KF )
Gal(N/E ′L) ≤c Gal(N/EL) ⇔ Φ˜q([J, E
′, C ′, F ′]) ≤c Φ˜q([J, E, C, F ]) .
Pour Ψ˜q, onsidérons deux sous-bigroupes pronis normaux de Gal[J,K,N, L]
(A′, B′) ≤c (A,B) .
Comme le omposé Φ˜q ◦ Ψ˜q est l'identité, on a d'après l'équivalene obtenue
préedemment pour la déroissane de Φ˜q,
(A′, B′) ≤c (A,B) ⇔ Φ˜q(Ψ˜q(A′, B′)) ≤c Φ˜q(Ψ˜q(A,B))
⇔ Ψ˜q(A,B) ≤c Ψ˜q(A′, B′)
e qui exprime la déroissane de Ψ˜q.
(2-2) Tous les isomorphismes du (2-4) de la proposition 5.2 sont topologiques.

Chapitre 2
EXTENSIONS GALTOURABLES
Il s'agit ii d'introduire une notion nouvelle, elle d'extension galtourable, qui
généralise elle d'extension galoisienne. Cette notion est la lef de notre démarhe
pour étudier les tours de orps (hapitre 3 et suivants).
On expose dans e hapitre les premières propriétés des extensions galtourables.
Nous examinons plus partiulièrement les propriétés des extensions galoisiennes
qui se généralisent aux extensions galtourables.
1. Dénitions, notations, exemples
Formulons tout d'abord un ertain nombre de dénitions.
A l'instar de la notation de la théorie des groupes désignant les sous-groupes,
nous remplaçons l'inlusion ⊆ par un ≤ pour exprimer qu'il y a onservation de
la struture de orps :
∀E orps, F ≤ E déf.⇐⇒ (F sous-orps de E). (1-0)
Dénition & Convention 1.1. Soit L/K une extension quelonque.
(1) On appelle "tour (de orps) de L/K" une suite nie1 roissante {Fi}0≤i≤m de
orps intermédiaires de L/K dans laquelle F0 = K et Fm = L.
Nous notons une telle tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ . . . ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ . . . ≤ Fm = L .
Nous appelons
 "marhe de la tour (F )" : toute extension Fi+1/Fi (i = 0, . . . , m− 1) ;
 "hauteur de la tour (F )" : l'entier m.
Nous disons que la tour (F ) est "triviale" si et seulement si elle est de hauteur
nulle : m = 0. Lorsque
∀i ∈ {0, . . . , m− 1} Fi+1 6= Fi
la tour
(F<) := (F ) K = F0 < F1 < . . . < Fi < Fi+1 < . . . < Fm = L .
est dite "strite". En partiulier, la tour triviale est strite.
Nous onvenons que pour m = 0 la tour (F<) i-dessus se réduit à
(F<) K = F0 = L .
1
C'est le point de vue de ette thèse (à l'instar de la théorie des groupes), bien que des
auteurs réents appellent "tour de orps" une suite innie [43℄.
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(2) Lorsque L/K est algébrique, nous appelons "tour galoisienne" de L/K toute
tour
(T ) K = T0 ≤ T1 ≤ . . . ≤ Ti ≤ Ti+1 ≤ . . . ≤ Tm = L
dont toutes les marhes Ti+1/Ti (i = 0, . . . , m − 1) sont des extensions galoi-
siennes.
(3) Deux tours de L/K
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ . . . ≤ Fi ≤ . . . ≤ Fm = L
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ . . . ≤ Ej ≤ . . . ≤ En = L
sont égales si et seulement si les deux suites {Fi}0≤i≤m et {Ej}0≤j≤n le sont ;
autrement dit lorsque m = n et
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Ei .
Remarques 1.2. Les notations sont elles de la dénition & onvention 1.1.
(1) Pour une tour (F ) triviale, on a néessairement L = K. Mais on peut avoir
L = K et (F ) non triviale, i.e. de hauteur non nulle : m 6= 0 (répétition de orps).
(2) Notons que la tour triviale est la seule tour strite de L/K lorsque L = K,
et qu'elle est toujours galoisienne.
(3) Il ne sut pas d'avoir
{E0, . . . , En} = {F0, . . . , Fm}
pour que les tours (F ) et (E) soient égales.
Fait 1.3. La hauteur d'une tour strite d'une extension nie L/K est au plus
égale au nombre de diviseurs premiers, omptés ave leur multipliité, du degré
de L/K.
Démonstration. Cela déoule diretement de la transitivité des degrés. 
De même que les extensions algébriques (même séparables) ne sont pas nées-
sairement galoisiennes, elles n'admettent pas néessairement de tour galoisienne
(f. exemples 1.10 ), e qui justie la dénition suivante.
Dénition 1.4. Nous disons qu'une extension L/K est "galtourable" si et seule-
ment si elle admet une tour galoisienne au sens de la dénition & onvention
1.1.(2).
Sholies. (1) Par la transitivité des notions d'algébriité et de séparabilité, une
extension galtourable est toujours algébrique et séparable.
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(2) Une extension galoisienne est évidemment galtourable. Mais une extension
galtourable n'est pas néessairement galoisienne vu la non transitivité de la nor-
malité. La notion d'extension galtourable généralise don elle d'extension galoi-
sienne.
(3) Dans [6℄ est introduite la notion d' "extension radiale répétée". Il s'agit des
extensions admettant une tour de orps dont haque marhe est une extension
radiale. Nous dirions quant à nous que e sont des extensions "radtourables".
Les tours galoisiennes introduites dans la dénition & onvention 1.1.(2) se
généralisent en des tours dont les marhes ne sont que galtourables.
Dénition 1.5. Soit L/K une extension algébrique. Nous appelons "tour gal-
tourable de L/K" toute tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ . . . ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ . . . ≤ Fm = L
dont toutes les marhes Fi+1/Fi (i = 0, . . . , m− 1) sont des extensions galtou-
rables.
Pour une extension donnée, l'existene d'une telle tour galtourable n'est pas
automatique. Elle est disutée dans le orollaire 1.11 du hapitre 3.
Dénition 1.6. (1) Nous appelons "extension simple" toute extension L/K non
triviale n'admettant auun orps intermédiaire propre :
(L/K simple)
déf.⇐⇒ (L 6= K, ∀F K ≤ F ≤ L ⇒ (F = K ou F = L) )
⇐⇒ (L 6= K, ∀F K ≤ F < L ⇒ F = K) .
(2) Nous appelons "extension galsimple" toute extension L/K non triviale n'ad-
mettant auune extension quotient galoisienne propre :
(L/K galsimple)
déf.⇐⇒
(
L 6= K, ∀F K ≤ F ≤ L
(F/K galoisienne) ⇒ (F = K ou F = L)
)
⇐⇒
(
L 6= K, ∀F K ≤ F < L
(F/K galoisienne) ⇒ F = K
)
.
Remarque 1.7. Dans la dénition i-dessus de la galsimpliité, auune hypo-
thèse n'est faite sur la sous-extension L/F : elle peut être galoisienne ou ne pas
l'être.
Proposition 1.8. (1) Toute extension simple est galsimple.
(2) Une extension galsimple est galtourable si et seulement si elle est galoisienne.
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Démonstration. Le (1) est lair. Prouvons le sens diret du (2). Soit L/K une
extension galsimple galtourable. Par la dénition 1.4, elle admet une tour galoi-
sienne (dénition & onvention 1.1.(2) )
(T ) K = T0 ≤ T1 ≤ . . . ≤ Ti ≤ Ti+1 ≤ . . . ≤ Tm = L .
Comme L/K est galsimple (Déf. 1.6.(2) ), on tire de K ≤ T1 ≤ L l'impliation
(T1/K galoisienne) ⇒ (T1 = K ou T1 = L) .
Si T1 = L, (T1/K) = (L/K) est bien galoisienne. Si T1 6= L, on a la tour
(T ) K = T0 = T1 ≤ T2 ≤ . . . ≤ Ti ≤ Ti+1 ≤ . . . ≤ Tm = L .
En itérant le proédé sans avoir déjà onlu, on obtient
(T ) K = T0 = T1 = . . . = Tm−2 ≤ Tm−1 ≤ Tm = L .
Don, ou bien Tm−1 = K, ou bien Tm−1 = L, et dans les deux as L/K est
galoisienne. 
Nous étudierons les extensions simples ou galsimples au hapitre 5. La galsim-
pliité nous permettra d'énoner le "Théorème M" (Chap. 6) qui est le point
ruial de la dissoiation de toutes les extensions nies.
An d'alléger le texte qui suit, onvenons de quelques notations. Elles onernent
les dénitions 1.1, 1.4, 1.5 et 1.6 préédentes, et ont été rassemblées ii pour y
référer failement.
Notations 1.9. (1) (Extension strite L/K) ⇔ K < L ⇔ L > K .
(2) (Extension galoisienne L/K) ⇔ LրK ⇔ K E L ⇔ LDK .
(3) (Extension strite galoisienne L/K) ⇔ K ⊳ L ⇔ L⊲K .
(4) (Extension non galoisienne L/K) ⇔ LտK .
(5) (Extension galtourable L/K) ⇔ LրւK ⇔ K ≶ L ⇔ L ≷ K .
(6) (Extension non galtourable L/K) ⇔ LցտK .
(7) (Extension galtourable non galoisienne L/K) ⇔ LրւտK .
(8) (Extension simple L/K) ⇔ L/◦K .
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(9) (Extension non simple L/K) ⇔ L \◦K .
(10) (Extension galsimple L/K) ⇔ L † K .
(11) (Extension non galsimple L/K) ⇔ L †K
(12) (Extension galsimple galoisienne L/K) ⇔ L † րK .
(13) (Extension galsimple non galoisienne L/K)
⇔ L † տK ⇔ K ◭ L ⇔ L ◮ K .
Les notations préédentes ne sont évidemment pas redondantes ; en voii quelques
exemples.
Exemples 1.10. Pour un réel r ∈ R+ et un entier n ∈ N, on note, n√r la raine
n-ième réelle de r : n
√
r ∈ R .
(i) Il existe des extensions séparables non galtourables :
Q(
6
√
2)ցտQ .
(ii) Il existe des extensions galtourables non galoisiennes :
Q(
4
√
2)րւտQ .
(iii)
 Toute extension ylique de degré premier est simple.
 Quel que soit l'entier n ≥ 3, l'extension Q(θ)/Q où
θn − θ − 1 = 0
est simple, mais non galoisienne :
Q(θ) /◦տQ .
(iv) Il existe des extensions galsimples non simples non galoisiennes :
Q(
9
√
2) † \◦տQ .
(v) Il existe des extensions galsimples non simples galoisiennes : soit L le orps
de déomposition dans C du polynme
X5 + 20X + 16 (resp.
8∑
n=0
Xn
n!
).
On a :
Gal(L/Q)
∼−→ A5 (resp. Gal(L/Q) ∼−→ A8 )
[L : Q] = 60 (resp. [L : Q] = 20160 ) ,
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et L/Q est une extension galsimple non simple galoisienne :
L † \◦րQ .
Démonstration. (i) On a [Q( 6
√
2) : Q] = 6 par le ritère d'Eisenstein. Supposons
que l'extension Q( 6
√
2)/Q soit galtourable, i.e. par dénition qu'il existe une tour
galoisienne
(T ) Q = T0 E . . . E Ti E . . . E Tm = Q(
6
√
2) .
Prouvons qu'alors Q( 6
√
2)/Q admet néessairement une tour galoisienne strite
à deux marhes (ei est un as partiulier d'un résultat général démontré au
orollaire 2.6 du hapitre 3). Posons :
j := min{i ∈ {0, . . . , m} | Ti 6= Q} , k := max{i ∈ {0, . . . , m} | Ti 6= Tm} .
De j > k suivrait
Q(
6
√
2) = Tk+1րTk = Q : absurde.
Don néessairement j ≤ k et
(T ) Q = T0 = . . . = Tj−1 ⊳ Tj E . . . E Tk ⊳ Tk+1 = . . . = Tm = Q(
6
√
2) .
On en déduit la tour à trois marhes
Q⊳ Tj ≤ Tk ⊳Q( 6
√
2)
qui ne peut pas être strite, en vertu du Fait 1.3. C'est don que Tj = Tk et,
dans notre hypothèse, on a ainsi prouvé l'existene d'une tour galoisienne strite
à deux marhes
Q = F0 ⊳ F1 ⊳ F2 = Q(
6
√
2) .
Par ailleurs, on a la
Proposition. Soient n ∈ N et a ∈ Q+ un rationnel positif. On suppose que
pour tout diviseur d de n, a /∈ Qd. Alors, pour tout orps intermédiaire F entre
Q et L := Q( n
√
a) : Q ≤ F ≤ L, il existe un entier d divisant n : d | n, tel que
F = Q( d
√
a).
Démonstration. Conséquene direte du Théorème 2.1 de [1℄ ou du Théorème 2.2
de [40℄. 
Ave e qui préède, il résulte de la proposition i-dessus que les seules tours
strites à deux marhes de Q( 6
√
2)/Q sont
Q = F0 ⊳ F1 = Q(
√
2) < F2 = Q(
6
√
2)
et
Q = F0 < F1 = Q(
3
√
2)⊳ F2 = Q(
6
√
2) .
Or ni l'une ni l'autre n'est galoisienne, d'où la ontradition.
2. THÉORIE GÉNÉRALE DES EXTENSIONS GALTOURABLES 45
(ii) Il sut de onsidérer la tour galoisienne
Q⊳Q(
√
2)⊳Q(
4
√
2) .
(iii) La première assertion est laire ; quant à la seonde, elle sera démontrée au
hapitre 5.
(iv) Posons L := Q( 9
√
2). Clairement, l'extension L/Q est non simple et non
galoisienne. Si elle n'était pas galsimple, il existerait un orps intermédiaire N
tel que Q ⊳ N < L. Or, en vertu de la proposition de la démonstration du (i)
i-dessus, on a néessairement N = Q( 3
√
2) qui n'est pas galoisien sur Q.
(v) Pour X5 + 20X + 16, on vérie que Gal(L/Q)
∼−→ A5 par PARI [10℄. Pour
8∑
n=0
Xn
n!
, on a Gal(L/Q)
∼−→ A8 d'après un résultat de Shur ([35℄ ou [11℄). Les
sous-groupes de Sylow de A5 (resp. A8) assurent que L/Q n'est pas simple. Mais
LրQ est galsimple puisque A5 (resp. A8) est un groupe simple ('est un phéno-
mène général : f. Chap. 4, Prop. 2.7). 
2. Théorie générale des extensions galtourables
On dispose d'une théorie générale des extensions galoisiennes nies ou innies.
Nous allons montrer qu'il existe aussi une théorie générale des extensions gal-
tourables. Rappelons d'abord le bien onnu "théorème de l'extension galoisienne
translatée" [23, p.266,Th.1.12℄ (dit "natural irrationalities" dans [32℄).
Théorème 2.1. Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule
hypothèse que K et L soient ontenus dans un même orps, avoir L/J galoisienne
implique que KL/K est galoisienne :
(LրJ) =⇒ (KLրK) .
Corollaire 2.2. La translatée d'une extension galoisienne par un orps donné
est toujours une extension galoisienne.
Préisément, soit L/J une extension galoisienne. Pour tout orps C ontenu dans
une lture algébrique de J ontenant L, l'extension CL/CJ est enore une ex-
tension galoisienne. Autrement dit, on a l'impliation
(LրJ) =⇒ (CLրCJ) .
Démonstration. Il sut d'appliquer le théorème 2.1 en translatant l'extension
galoisienne L/J par CJ/J . 
Ces énonés se généralisent aux extensions galtourables.
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Théorème 2.3. Soient K/J et L/J deux extensions algébriques. Sous la seule
ondition que K et L soient ontenus dans un même orps, on a l'impliation
(L/J galtourable ) =⇒ (KL/K galtourable ) .
Démonstration. Soit (F ) une tour galoisienne de l'extension galtourable LրւJ :
(F ) J = F0 E F1 E . . . E Fi E Fi+1 E . . . E Fm = L .
Posons Ei := KFi (i = 0, . . . , m), et appliquons le théorème 2.1 en translatant
haune des marhes galoisienne Fi+1րFi (i = 0, . . . , m − 1) par l'extension
algébrique Ei/Fi.
J=F0
KL=E
m
E
E
E
E
K=E
m−1
0
1
i
i+1
F
L=F
F
F
F1
i
i+1
m−1
m
Fig. 12. Translatée d'une tour galoisienne
On en déduit que les extensions
Ei Fi+1 = K Fi+1 = Ei+1 / Ei (i = 0, . . . , m− 1)
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sont galoisiennes. On obtient don la tour galoisienne
(E) K = KF0 = E0 E . . . EEi EEi+1 E . . . EEm = KFm = KL .
Or ei n'exprime rien d'autre que la galtourabilité de KL/K. 
Enonçons maintenant trois orollaires au théorème 2.3.
Corollaire 2.4. La translatée d'une extension galtourable par un orps donné est
toujours une extension galtourable.
Préisément, soit L/J une extension galtourable. Pour tout orps C ontenu dans
une lture algébrique de J ontenant L, l'extension CL/CJ est enore galtou-
rable. Autrement dit on a l'impliation
(LրւJ) =⇒ (CLրւCJ) .
Démonstration. On applique le théorème 2.3 ave K := CJ . 
Fait 2.5. La réiproque du théorème 2.3 est fausse.
Sholie. Il en est de même de la réiproque du théorème de l'extension galoisienne
translatée 2.1.
Démonstration. Reprenons l'extension L := Q( 6
√
2)/Q de l'exemple 1.10.(i) et
translatons la par l'extension K := Q(j)/Q où j := e2ipi/3. Comme K ontient
les raines 6èmes de l'unité, l'extension KL = K( 6
√
2)/K est kummérienne, don
galoisienne et a fortiori galtourable. Tandis que l'on a prouvé que l'extension
L := Q( 6
√
2)/Q n'est même pas galtourable.
J=Q
 L=Q(      )
        KL=Q( j,      )
K=Q( j )
2
6
2
6
Fig. 13. Desente non galtourable

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Corollaire 2.6. La translatée d'une tour galtourable par une extension algébrique
est une tour galtourable.
Préisément, soit L/J une extension admettant une tour galtourable (f. Déf. 1.5)
(F ) J = F0 ≶ . . . ≶ Fi ≶ Fi+1 ≶ . . . ≶ Fm = L .
Alors, pour toute extension algébrique K/J telle que K et L soient ontenus dans
un même orps, on a la tour galtourable
(E) K = E0 ≶ . . . ≶ Ei ≶ Ei+1 ≶ . . . ≶ Em = KL
où l'on a posé Ei := KFi (i = 0, . . . , m).
Démonstration. Il sut d'appliquer le théorème 2.3 aux extensions galtourables
Fi+1րւFi en les translatant par les extensions algébriques Ei/Fi, pour i ∈ {0, . . . ,
m− 1}. 
Quand on empile deux extensions galoisiennes, on obtient une extension gal-
tourable non néessairement galoisienne en général (f. exemple 1.10.(ii)). Les
extensions galtourables n'ont pas e défaut : quand on empile deux extensions
galtourables, on obtient toujours une extension galtourable. Préisément :
Fait 2.7. Pour toute tour K ≤ L ≤ M , avoir L/K galtourable et M/L galtou-
rable implique que M/K est galtourable. Autrement dit on a l'impliation
(LրւK , MրւL ) =⇒ (MրւK) .
Sholie. Nous avons déjà prouvé que l'impliation inverse est fausse en général :
f. 2.10.
Démonstration. Il sut d'utiliser que la juxtaposition de tours galoisiennes est
enore une tour galoisienne. Préisément, si
(F ) F0 E F1 E . . . E Fi E . . . E Fm
et
(E) Fm = E0 E E1 E . . . E Ej E . . . EEn
sont deux tours galoisiennes, la tour
(T ) F0 =: T0 E . . . E Ti := Fi E . . . E Tm := Fm = E0 E Tm+1 := E1 E . . .
· · ·E Tm+j := Ej E . . . E Tm+n = En
est évidemment galoisienne. 
Corollaire 2.8. Tout ompositum d'extensions galtourables est galtourable. Pré-
isément : quelles que soient les extensions galtourables K/J et L/J dont les
sommets sont ontenus dans un même orps, l'extension ompositum KL/J est
galtourable. Autrement dit, on a l'impliation
(KրւJ , LրւJ ) =⇒ (KLրւJ ) .
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Démonstration. Le théorème 2.3 assure que KLրւK. Comme de plus KրւJ , le
Fait 2.7 préédent entraine que KLրւJ . 
Proposition 2.9. Toute sous-extension d'une extension galtourable est galtou-
rable. Préisément, soit LրւK une extension galtourable. Pour tout orps inter-
médiaire M , K ≤M ≤ L, la sous extension L/M est galtourable.
Démonstration. Il sut d'appliquer le théorème 2.3 en translatant l'extension
galtourable LրւK par l'extension algébrique M/K. 
La proposition préédente généralise une propriété analogue des extensions
galoisiennes. Le fait suivant établit que la question "duale", 'est à dire pour les
extensions quotients, trouve la même réponse dans le as galtourable que dans le
as galoisien.
Fait 2.10. En général, une extension quotient d'une extension galtourable n'est
pas galtourable.
Démonstration. Considérons la situation
Q
Q( j )
        Q( j,      )
     Q(      )26
2
6
Fig. 14. Extension quotient non galtourable
L'extension Q(j, 6
√
2)/Q est galoisienne (puisque son orps sommet est le orps
de déomposition de X6 − 2 sur Q). Mais on a déjà vu que l'extension quotient
Q( 6
√
2)/Q n'est pas galtourable (f. exemple 1.10.(i) ). 
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Les diérentes propriétés préédentes onstituent le début d'une théorie de la
galtourabilité, similaire à la théorie de Galois générale. On peut numériquement
déider si une extension donnée est galtourable ou non, de même que l'on peut
déider si elle est galoisienne ou pas. Cependant il paraît illusoire de herher une
aratérisation "universelle" des extensions galtourables, ou même seulement des
extensions galtourables nies. Rappelons qu'une telle aratérisation n'existe déjà
pas pour la lasse, plus restreinte, des extensions galoisiennes.
Un important problème de théorie de Galois est de onserver le aratère galoi-
sien d'une extension en la faisant glisser sur un sous-orps de son orps de base.
Cei onstitue le déliat
"Problème de la desente galoisienne".
Soient NրK une extension galoisienne et K/J une extension algébrique. Existe-
t-il un sous orps L de N : L ≤ N , tel que les trois propriétés suivantes soient
vériées :
(D0) L/J est galoisienne : LրJ ;
(D1) L'intersetion de K et de L est égale à J : K ∩ L = J ;
(D2) Le ompositum de K et de L est égal à N : KL = N .
Ce problème, maintes fois abordé dans la littérature ([30℄, [31℄, [29℄, [19℄, [9℄,
...) se généralise en le problème suivant sur lequel tout reste à déouvrir.
"Problème de la desente galtourable".
Soient NրւK une extension galtourable et K/J une extension algébrique. Existe-
t-il un sous orps L de N tel que
(D0) L/J est galtourable : LրւJ ;
(D1) K ∩ L = J ;
(D2) KL = N .
Pour le problème de la desente galoisienne, Massy a introduit la notion de
parallélogramme galoisien [28℄, essentiellement en degrés nis. Une généralisa-
tion en degrés innis gure dans [4℄ (onfer Chap. 1). Dans le as galtourable
introduisons la
Dénition 2.11. Nous appellons "quadrilatère galtourable" tout quadrilatère
orporel (J,K,N, L) (f. Chap. 1, Déf. 1.1) dans lequel les quatre extensions sont
galtourables :
KրւJ , NրւK , NրւL , LրւJ .
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L
J
K
N
Fig. 15. Quadrilatère galtourable
Remarque 2.12. D'après le théorème 2.3, la galtourabilité de L/J (resp. K/J)
implique elle de N/K (resp. N/L) :
(LրւJ) ⇒ (NրւK) ( resp. (KրւJ) ⇒ (NրւL) ) .
Proposition 2.13. Soient (J,K,N, L) un quadrilatère galtourable, et F un orps
intermédiaire entre J et L, J ≤ F ≤ L.
(1) Si KF ∩ L = F , on a le sous-quadrilatère galtourable (F,KF,N, L).
(2) Si F/J est galtourable, on a le quadrilatère quotient galtourable (J,K,KF, F ).
L
KF
N
K
F
J
Fig. 16. Sous galtourabilité & galtourabilité quotient
Démonstration. (1) D'après le théorème 2.3,
(KրւJ) ⇒ (KFրւF ) ⇒ (NրւL) .
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D'après la proposition 2.9 et le théorème 2.3,
(LրւJ) ⇒ (LրւF ) ⇒ (NրւKF ) .
D'où le quadrilatère galtourable annoné puisque F = KF ∩ L par hypothèse.
(2) Un nouvelle fois par le théorème 2.3
(FրւJ) ⇒ (KFրւK) .
D'où la onlusion par la démonstration préédente du (1). 
Le leteur qui se sera référé au théorème 1.3 de [28℄ et au théorème 4.2 du
hapitre 1 aura noté que la proposition préédente est bien moins onsistante que
eux-i. En eet, plusieurs questions demeurent irrésolues. En voii un résumé.
Questions 2.14. On se donne un quadrilatère galtourable (J,K,N, L). Dans
quels as peut-on répondre par l'armative aux questions suivantes :
(1) Si F est un orps intermédiaire entre J et L, J ≤ F ≤ L,
KF ∩ L = F ?
(2) Si E est un orps intermédiaire entre K et N , K ≤ E ≤ N ,
(2-1) E/(E ∩ L) est-elle galtourable : Eրւ(E ∩ L) ?
(2-2) Pour E/K galtourable
(2-2-1) K(E ∩ L) = E ?
(2-2-2) (E ∩ L)րւJ ?
Lorsque (J,K,N, L) = [J,K,N, L] est un parallélogramme galoisien, toutes les
réponses sont armatives en vertu du orollaire 4.3 du hapitre 1.
3. Extensions galtourables dénies par un polynme
La galtourabilité d'une extension dénie par une raine d'un polynme irré-
dutible dépend-elle de ette raine ? Nous allons prouver qu'il n'en est rien, bien
qu'à deux raines diérentes orrespondent en général deux extensions diérentes
(ontrairement au as galoisien). La proposition suivante permet en partiulier
d'utiliser le logiiel PARI sur les extensions de orps dénies par un polynme
pour prouver la galtourabilité d'une extension sans avoir d'état d'âme sur la
raine onsidérée.
Proposition 3.1. Soient J un orps quelonque et J˜ une lture algébrique xée
de J . Soit P (X) un polynme séparable irrédutible de J [X ]. Quelles que soient
les raines t1 et t2 de P (X) dans J˜ :
P (t1) = P (t2) = 0 ,
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l'extension J(t1)/J est galtourable si et seulement si l'extension J(t2)/J est gal-
tourable :
(J(t1)րւJ) ⇐⇒ (J(t2)րւJ) .
Sholie. La séparabilité de P (X) est exigée par la galtourabilité des extensions.
Démonstration. Supposons l'extension L1 := J(t1)/J galtourable. Soit don une
tour galoisienne (T 1) de L1րւJ
(T 1) J = T 10 E . . . E T
1
i−1 E T
1
i E . . . E T
1
m = L
1 .
Montrons que (T 1) détermine anoniquement une tour galoisienne (T 2) de L2 :=
J(t2)/J . L'extension L
1/J est nie (de degré elui de P (X)) ; haune des marhes
galoisiennes T 1i /T
1
i−1 (i = 1, . . . , m) est ainsi séparable de degré ni. Don par
le théorème de l'élément primitif
∀i ∈ {1, . . . , m} ∃θi ∈ T 1i T 1i = T 1i−1(θi) .
On sait que les orps J(t1) et J(t2) sont onjugués, i.e. il existe un J-isomorphisme
Φ induit par Φ(t1) = t2 :
Φ : L1
∼−→ L2
t1 7−→ t2 .
Posons alors
vi := Φ(θi) (i = 1, . . . , m)
et
T 20 := J , T
2
i := T
2
i−1(vi) .
Il est lair par réurrene que
T 2i = Φ(T
1
i ) (i = 0, . . . , m)
ar
Φ(T 10 ) = Φ(J) = J
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Φ(T 1i ) = Φ(T
1
i−1(θi)) = Φ(T
1
i−1)(Φ(θi))
= T 2i−1(vi) = T
2
i .
En prenant l'image de (T 1) par Φ, on obtient don anoniquement la tour
(T 2) Φ(J) = Φ(T 10 ) ≤ · · · ≤ Φ(T 1i−1) ≤ Φ(T 1i ) ≤ · · · ≤ Φ(T 1m) = Φ(L1)
|| || || || || ||
J = T 20 ≤ · · · ≤ T 2i−1 ≤ T 2i ≤ · · · ≤ T 2m = L2
Il reste à prouver que la tour (T 2) est bien galoisienne. Posons :
Pi(X) := Irr(θi, T
1
i−1, X) (i = 1, . . . , m)
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etRi := { raines de Pi(X) dans J˜}. Puisque, par hypothèse, l'extension T 1i /T 1i−1
est galoisienne, on a
Ri ⊆ T 1i (i = 1, . . . , m) .
Don diretement
Φ(Ri) ⊆ Φ(T 1i ) = T 2i .
Or Φ(Ri) = { raines de PΦi (X) dans J˜ } ar Pi(X) se déompose en fateurs du
premier degré dans T 1i :
Pi(X) = (X − zi 1 =θi) . . . (X − zi di) ,
et don
PΦi (X) = (X − Φ(θi)=vi) . . . (X − Φ(zi di)) .
On en déduit que T 2i est le orps de déomposition sur T
2
i−1 du polynme P
Φ
i (X).
En eet omme Φ(Ri) ⊆ T 2i , on a trivialement
T 2i = T
2
i (Φ(zi 1)=vi, . . . ,Φ(zi di)) ;
et puisque T 2i = T
2
i−1(vi),
T 2i = T
2
i−1(Φ(zi 1)=vi, . . . ,Φ(zi di)) .
L'extension T 2i /T
2
i−1 est don normale, et par suite galoisienne. 
Chapitre 3
RAFFINEMENTS DE TOURS DE CORPS
Le hapitre préédent introduisait la notion de tour galoisienne jouant pour les
orps un rle analogue à elui des suites normales pour les groupes. Ce parallèle
ave les groupes se poursuivra au hapitre 4 en un quasi-ditionnaire par des
analogues, au départ inespérés, des élèbres théorèmes de Shreier et de Jordan-
Hölder. Nous nous intéressons ii à la notion lef de es futurs énonés, elle de
ranement d'une tour (galoisienne) de orps qui néessite, hélas, une mise au
point tehnique assez lourde.
1. Dénition d'un ranement et d'un ranement galoisien
Dénition & Convention 1.1. Soient L/K une extension algébrique, et
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ Fi+1 ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K (f. dénition & onvention 1.1 du hapitre 2).
(1) Nous appelons "ranement de (F)" toute tour
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ej ≤ Ej+1 ≤ · · · ≤ En = L
de L/K vériant les deux onditions suivantes :
(RAF1) m ≤ n
(RAF2) il existe une suite nie d'indies
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ n
telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji .
En partiulier pour la tour triviale (F ) (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1), nous
onvenons que pour m = 0, la suite nie d'indies i-dessus se réduit à
0 ≤ j0 ≤ n .
(2) Nous appelons "ranement propre de (F )" tout ranement (E) de (F ) qui
vérie la ondition supplémentaire
(RAF3) ∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi .
Sholie. Cette dénition est un analogue exat, mutatis mutandis, de elle utilisée
pour les suites normales de groupes qui gure lairement dans [34, p.120℄.
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Remarques 1.2. (1) La ondition (RAF1) est redondante : elle est impliquée
par (RAF2), puisque l'on a lairement
∀i ∈ {0, . . . , m} i ≤ ji .
Cependant (RAF1) ore un moyen ommode pour préséletionner les tours sus-
eptibles d'être des ranements.
(2) Le ranement (E) de la dénition & onvention 1.1.(1) peut s'érire
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Ej1 = F1 ≤ · · · ≤ Eji = Fi ≤ . . .
· · · ≤ Ej ≤ Ej+1 ≤ · · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = L .
(3) Toutes les répétitions de la tour (F ) sont reproduites dans la tour (E). Il ne
peut exister de ranement supprimant des orps. Un ranement qui ajoute un
orps nouveau, distint de tous eux de la tour de départ (ondition (RAF3)),
est "propre".
La dénition suivante préise la dénition & onvention générale 1.1 préé-
dente, à l'instar de e qui a été fait au hapitre 2 pour les tours strites, galoi-
siennes, et.
Dénition 1.3. Soient L/K une extension algébrique, (F ) une tour de L/K et
(E) un ranement de (F ) (f. Déf. & Conv. 1.1).
(1) Nous disons que (E) est un "ranement strit" de (F ) si et seulement si 'est
une tour strite (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1) ).
(2) Nous disons que (E) est un "ranement trivial" de (F ) si et seulement si
'est un ranement de (F ) non propre, autrement dit qui vérie omme ondition
supplémentaire la négation de (RAF3) dans la dénition & onvention 1.1.(2),
i.e.
(RAFT) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} ∃i ∈ {0, . . . , m} Ej = Fi .
(3) Nous appelons "ranement identité" de (F ), la tour (F ) elle-même.
(4) Nous disons que (E) est un "ranement galoisien" de (F ) si et seulement si
'est un ranement de (F ) qui vérie la ondition supplémentaire
(RAFG) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi)⇒ Ej−1 EEj
m
EjրEj−1 .
Sholie. Toutes es notions sont évidemment umulables : ranement strit propre,
ranement galoisien strit, et.
Remarques 1.4. (1) Une tour (F ) non strite (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1)
n'admet pas de ranement strit.
(2) Le ranement identité est un ranement galoisien trivial.
(3) Un ranement galoisien (E) d'une tour (F ) n'est pas néessairement une tour
galoisienne : le ranement identité d'une tour non galoisienne par exemple.
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Fait 1.5. (1) Tout ranement trivial est galoisien.
(2) Un ranement qui est une tour galoisienne est un ranement galoisien.
Démonstration. (1) Soient L/K une extension,
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K, et
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = L
un ranement trivial de (F). Dire que (E) est galoisien signie que que dès
qu'un orps Ej est distint de tous les Fi, il est néessairement galoisien sur Ej−1
(ondition (RAFG) de la dénition 1.3). Mais la trivialité de (E) signie que tous
les Ej sont des Fi (ondition (RAFT)). La ondition (RAFG) est don satisfaite
puisqu'elle n'impose rien.
(2) Dire que la tour (E) est galoisienne revient à dire (f. Chap. 2, Déf. & Conv.
1.1.(2)) que toutes les marhes Ej/Ej−1 (j = 1, . . . , n) sont galoisiennes. La
ondition (RAFG) est dès lors lairement vériée. 
Fait 1.6. ("Transitivité des notions de ranement et de ranement galoisien")
Soient L/K une extension et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Tout ranement (resp. ranement galoisien) (R) d'un ra-
nement (resp. d'un ranement galoisien) (E) de (F ) est un ranement (resp.
un ranement galoisien) de (F ).
Démonstration. En vertu de la remarque 1.2.(2)
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Eji = Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ . . .
· · · ≤ Ejm = Fm ≤ · · · ≤ En = L
où 0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ n et Fi = Eji pour tout i ∈ {0, . . . , m}. De même,
omme (R) est un ranement de (E), on a en partiulier
(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rk0 = E0 = K ≤ · · · ≤ Rkji = Eji ≤ · · · ≤ Rk ≤ . . .· · · ≤ Rkjm = Ejm ≤ · · · ≤ Rl = L
ave 0 ≤ kj0 < kj1 < · · · < kjm ≤ l et Fi = Eji = Rkji pour tout i ∈ {0, . . . , m}.
Cei sut à établir que (R) est un ranement de (F ) elle-même.
Montrons maintenant que lorsque (E) (resp. (R)) est en fait un ranement
galoisien de (F ) (resp. (E)), (R) est néessairement un ranement galoisien de
(F ), i.e. vérie la ondition (f. Déf. 1.3.(4))
(RAFG) ∀k ∈ {1, . . . , l − 1} (∀i ∈ {0, . . . , m} Rk 6= Fi) ⇒ Rk−1 ERk .
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Soit k ∈ {1, . . . , l− 1} tel que Rk 6= Fi pour tout i ∈ {0, . . . , m}. De deux hoses
l'une :
- Ou bien Rk est distint de tous les Ej , i.e.
∀j ∈ {0, . . . , n} Rk 6= Ej ,
et alors la ondition (RAFG) traduisant que (R) est un ranement galoisien de
(E) implique immédiatement Rk−1 ERk.
- Ou bien Rk est déjà un orps de la tour (E), i.e.
∃j ∈ {0, . . . , n} Rk = Ej .
Alors, par dénition de k,
∀i ∈ {0, . . . , m} Rk = Ej 6= Fi .
Si l'on traduit ette fois que (E) est un ranement galoisien de (F ), nous obtenons
Rkj−1 = Ej−1 E Ej = Rkj .
Supposons que l'on ait hoisi j minimal dans l'ensemble des indies j tels que
Rk = Ej . Notons tout d'abord que j ≥ 1, sans quoi j = 0 et Rk = E0 = K = F0
qui ontredit notre hypothèse initiale sur k. Maintenant si l'on avait k − 1 <
kj−1, i.e. k ≤ kj−1, on aurait par roissane de la suite des Rk (Chap. 2, Déf. &
Conv. 1.1)
Ej = Rk ≤ Rkj−1 = Ej−1 ≤ Ej ;
d'où Rk = Ej−1, qui ontredirait la minimalité de j. Don néessairement kj−1 ≤
k − 1 et
Rkj−1 ≤ Rk−1 ≤ Rk
= =
Ej−1 E Ej .
L'extension Rk/Rk−1 est ainsi bien galoisienne. 
On a déjà dit dans la remarque 1.4.(3) qu'un ranement galoisien d'une tour
quelonque n'est pas néessairement une tour galoisienne. Cependant, nous dis-
posons de la proposition suivante, que l'on peut regarder omme une justiation
de notre dénition d'un ranement galoisien.
Proposition 1.7. Un ranement galoisien d'une tour galoisienne est enore une
tour galoisienne. Préisément, soit
(T ) K = T0 E T1 E · · ·E Ti E · · ·E Tm = L
une tour galoisienne (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(2)). Tout ranement galoi-
sien de (F )
(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rj0 = T0 = K ≤ · · · ≤ Rj1 = T1 ≤ · · · ≤ Rji = Ti ≤ . . .
· · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rjm = Tm = L ≤ · · · ≤ Rn = L
est une tour galoisienne :
∀j ∈ {0, . . . , n− 1} Rj ERj+1 ⇔ Rj+1րRj .
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Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que la tour (R) ne soit
pas galoisienne, don omporte au moins une marhe non galoisienne :
∃g ∈ {0, . . . , n− 1} Rg+1տRg .
Considérons alors l'ensemble
J := {j ∈ {1, . . . , n− 1} | ∀i ∈ {0, . . . , m} Rj 6= Ti} .
L'indie g + 1 ne peut être dans J , sans quoi l'on aurait
∀i ∈ {0, . . . , m} Rg+1 6= Ti ,
et par la ondition (RAFG) de (R) (f. Déf. 1.3.(4))
Rg E Rg+1 : ontradition.
Si g + 1 = n, Rg+1 = L = Tm. Si g + 1 ∈ {1, . . . , n− 1},
g + 1 /∈ J ⇐⇒ (∃i ∈ {0, . . . , m} Rg+1 = Ti) .
Don, dans tous les as,
∃i ∈ {0, . . . , m} Rg+1 = Ti .
Soit ip le plus petit des indies i tels que l'on ait Rg+1 = Ti :
ip := min{i ∈ {0, . . . , m} | Rg+1 = Ti} .
Néessairement ip ≥ 1, ar sinon ip = 0 et
K = T0 = Rg+1 ≥ Rg ≥ K
qui impliquerait Rg+1 = Rg = K et l'extension Rg+1/Rg serait galoisienne :
ontradition. Don ip− 1 ∈ {0, . . . , m}. La minimalité de ip interdit que Rg+1 =
Tip−1. Ainsi Rg+1 6= Tip−1 et par la roissane de la suite {Ti}0≤i≤m,
Tip−1 ≤ Tip = Rg+1
Tip−1 6= Rg+1
}
⇒ Tip−1 < Rg+1 .
Par ailleurs, omme (R) est un ranement de (T ), Tip−1 est l'un des orps de la
tour (R). Érivons pour alléger la notation jp := jip−1 ; alors
Rjp = Tip−1 < Rg+1 ⇒ jp < g + 1 ⇔ jp ≤ g
(puisque jp ≥ g + 1 impliquerait Rjp ≥ Rg+1 : ontradition). Don
Tip−1 = Rjp ≤ Rg .
Finalement
Tip−1 ≤ Rg ≤ Rg+1 = Tip .
L'hypothèse que (T ) est une tour galoisienne nous assure en partiulier que l'ex-
tension Tip/Tip−1 est galoisienne. Il en est don de même de sa sous-extension
Rg+1/Rg, e qui ontredit notre hypothèse initiale Rg+1տRg. Cette dernière ne
peut être faite ; 'est don que la tour (R) est bien galoisienne. 
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La proposition préédente admet un analogue galtourable.
Proposition 1.8. Tout ranement galoisien d'une tour galtourable est une tour
galtourable.
Démonstration. Celle de la proposition 1.7, mutatis mutandis, puisque l'on sait
que toute sous-extension d'une extension galtourable est galtourable (f. Prop.
2.9 du hapitre 2 ). 
Préisons maintenant le lien entre tours galtourables et tours galoisiennes.
Proposition 1.9. Toute tour galtourable admet un ranement galoisien qui est
une tour galoisienne.
Démonstration. Soit
(F ) K = F0 ≶ F1 ≶ . . . ≶ Fi ≶ . . . ≶ Fm = L
une tour galtourable (f. Déf. 1.5 et Not. 1.9.(5) du hapitre 2). En tant qu'ex-
tension galtourable, haune des marhes Fi+1/Fi admet une tour galoisienne
(Ti) Fi = Tji E Tji+1 E · · ·E Tji+1 = Fi+1
où
ji < ji + 1 ≤ ji+1 ⇒ ji < ji+1 .
En juxtaposant, 'est à dire en mettant bout à bout, les tours galoisiennes (Ti),
on obtient la tour galoisienne
(T ) K = F0 = Tj0 E Tj0+1 E · · ·E Tj1 = F1 E · · ·E Tjm = Fm = L
ave
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ jm
et
Fi = Tji (i = 0, . . . , m) ,
e qui montre que (T ) est un ranement de (F ). Comme 'est une tour galoi-
sienne, 'est un ranement galoisien de (F ) (f. Fait 1.5.(2)). 
Sholie. La démonstration préédente n'est qu'une généralisation de elle du Fait
2.7 du hapitre 2.
En ontraste ave les extensions galoisiennes la proposition 1.9 admet le
Corollaire 1.10. Soit L/K une extension admettant une tour galtourable. Alors
L/K est une extension galtourable.
Démonstration. D'après la proposition 1.9, ette tour galtourable admet un raf-
nement galoisien qui est une tour galoisienne (de L/K). Don L/K admet une
tour galoisienne, i.e. est galtourable (f. Chap. 2, Déf. 1.4 ). 
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A partir de la notion d'extension galoisienne, nous avons déni la lasse plus
large des extensions admettant une tour galoisienne. Le orollaire 1.10 préédent
exprime que l'on ne peut pas aller plus loin dans ette diretion : la lasse des
extensions admettant une tour galtourable n'est que elle des extensions galtou-
rables elle-même. Préisément :
Corollaire 1.11. Soit Ω un orps xé. Dans Ω, l'ensemble des extensions gal-
tourables est égal à elui des extensions admettant une tour galtourable.
Démonstration. Toute extension galtourable LրւK admet la tour galtourable
K = F0 ≶ F1 = L .
L'autre inlusion est fournie par le orollaire 1.10. 
2. Tour strite assoiée
La dénition même d'un ranement suppose la onservation des répétitions
des orps dans une tour donnée. Le but de e qui suit est d'introduire un moyen
tehnique de "supprimer" es répétitions, e qui s'avérera néessaire pour parler
de tour de omposition (f. Chap. 4).
Proposition & Dénition 2.1. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Il existe une tour strite (S) de L/K (f. Chap. 2, Déf. &
Conv. 1.1.(1)) et une seule, telle que (F ) soit un ranement trivial de (S) (f.
Déf. 1.3.(2)). Nous appelons (S) "la tour strite assoiée à (F )", et nous la notons
(F<) := (S) .
Démonstration. (1) Existene. Il s'agit en fait d'eaer les répétitions de la tour
(F ). Préisément, notons F l'ensemble des orps de (F ) :
F := {F0, . . . , Fi, . . . , Fm} ;
et soit
n := |F| − 1 ≤ m .
Renumérotons F de manière roissante en érivant
F = {Fj0, . . . , Fji, . . . , Fjn}
ave, don,
∀(k, l) ∈ {0, . . . , n}2 k < l ⇒ Fjk < Fjl .
En posant Si := Fji (i ∈ {0, . . . , n}) , on obtient lairement la tour strite
(S) S0 = Fj0 = F0 = K < · · · < Si = Fji < · · · < Sn = Fjn = Fm = L
de L/K, ave la suite nie d'indies
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jn ≤ m .
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En eet, on aurait dans le as ontraire l'existene d'un ouple (k, l) ∈ {0, . . . , n}2
ave k < l et jl ≤ jk, et par roissane de la suite {Fi}0≤i≤m , Fjl ≤ Fjk qui
ontredit la roissane de la numérotation de F .
Comme on a Si = Fji (i ∈ {0, . . . , n}) par onstrution, ei prouve la ondition
(RAF2) de la dénition & onvention 1.1.(1), et (F ) est un ranement de (S).
La ondition (RAFT) de la dénition 1.3.(2) étant évidemment vériée, il est de
plus trivial.
(2) Uniité. Soit maintenant
(S ′) K = S ′0 < · · · < S ′i′ < · · · < S ′n′ = L
une autre tour strite de L/K de ranement trivial (F ). On a aussi
F = {S ′0, . . . , S ′n′} .
En eet soit Fi ∈ F = {F0, . . . , Fi, . . . , Fm}. Si l'on avait Fi /∈ {S ′0, . . . , S ′n′}, la
tour (F ) serait un ranement propre (f. Déf. & Conv. 1.1.(2)), i.e. non trivial :
ontradition ave la dénition de (S ′). L'inlusion inverse traduit simplement
que (F ) est un ranement de (S ′). L'égalité préédente implique que
n+ 1 = |F| = |{S ′0, . . . , S ′n′}| .
Mais (S ′) étant strite,
|{S ′0, . . . , S ′n′}| = n′ + 1 ,
de sorte que néessairement n′ = n. Raisonnons maintenant par l'absurde en
supposant que (S) 6= (S ′). Par le (3) de la dénition & onvention 1.1 du hapitre
2 ela équivaut à e que
{i ∈ {0, . . . , n} | Si 6= S ′i } 6= ∅ .
Soit l le plus petit élément de et ensemble non vide d'entiers. Comme d'après
e qui préède
F = {S0, . . . , Sn} = {S ′0, . . . , S ′n} ,
il existe j dans {0, . . . , n} tel que
j 6= l , Sl = S ′j .
Si l'on avait j < l, on déduirait de la minimalité de l que Sj = S
′
j = Sl qui
ontredit que (S) est une tour strite. Don j ≥ l, i.e. j > l (puisque j 6= l par
dénition). Comme (S ′) est strite, on obtient alors S ′l < S
′
j. De même, il existe
k dans {0, . . . , n} tel que S ′l = Sk. Mutatis mutandis, on montre que k > l et
Sl < Sk. Mais alors
Sl < Sk
= =
ontradition.
S ′j > S
′
l

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Remarques 2.2. (1) Lorsque (F ) est strite, on a lairement (F<) = (F ). En
partiulier, la tour triviale est strite (f. Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)) et
(F ) = (F<) K = F0 = L .
(2) La démonstration de l'uniité de la tour strite onsiste en fait à montrer que
elle-i ne peut être obtenue que par renumérotation roissante de F (numérota-
tion qui est unique).
La notion de tour strite assoiée à une tour donnée est ompatible ave elle
de ranement.
Proposition 2.3. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Pour tout ranement
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = L
de (F ), (E<) est un ranement de (F<) (Prop.&Déf. 2.1).
Sholie. En général (E<) ne rane pas (F ), ar les répétitions éventuelles de (F )
ont disparu dans (F<), et ne peuvent se retrouver dans la tour strite (E<).
Démonstration. Érivons
(F<) K = F0 = F<0 < · · · < F<m′ = Fm = L ;
(E<) K = E0 = E<0 < · · · < E<n′ = En = L .
Comme (F ) est un ranement trivial de (F<), on a
F := {F0, . . . , Fm} = {F<0, . . . , F<m′} ;
de même
E := {E0, . . . , En} = {E<0, . . . , E<n′} .
L'hypothèse que (E) est un ranement de (F ) signie qu'il existe une suite nie
d'entiers
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ n
telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji .
Cela implique en partiulier que F ⊆ E . Ainsi
∀i′ ∈ {0, . . . , m′} ∃j′i′ ∈ {0, . . . , n′} F<i′ = E<j′i′ .
Fixons une suite de tels entiers : {j′i′}0≤i′≤m′ . Elle est stritement roissante. En
eet, raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe 0 ≤ i′1 < i′2 ≤ m′ ave
j′i′2 ≤ j
′
i′1
. On a alors E<j′
i′2
≤ E<j′
i′1
par roissane de toute tour de orps. Tandis
que, omme la tour (F<) est strite, l'inégalité i
′
1 < i
′
2 entraine
E<j′
i′
1
= F<i′1 < F<i′2 = E<j′i′
2
: ontradition.
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Par onséquent
0 ≤ j′0 < j′1 < · · · < j′m′ ≤ n′
ave
∀i′ ∈ {0, . . . , m′} F<i′ = E<j′
i′
.
Or ei exprime préisément que (E<) est un ranement de (F<) (Déf. & Conv.
1.1.(1)). 
Corollaire 2.4. Pour toute tour strite (F ) de L/K et tout ranement (E) de
(F ), (E<) est enore un ranement de (F ).
Démonstration. Cela déoule immédiatement de e que (F<) = (F ) (f. Rem.
2.2.(1)) et de la proposition 2.3 préédente. 
Nous énonçons maintenant un fait bien intuitif, de démonstration élémentaire
mais subtile. Il sera préisé davantage au hapitre 4. Nous le faisons gurer ii ar
il est indispensable pour généraliser la proposition 2.3 aux ranements galoisiens.
Fait 2.5. Soient L/K une extension quelonque,
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K, et
(F<) K = F0 = F<0 < · · · < F<j < · · · < F<m′ = Fm = L
la tour strite assoiée à (F ) (f. Prop. & Déf. 2.1). Alors toute marhe de (F<)
est une marhe de (F ).
Démonstration. Le résultat est trivial si K = L. Supposons L 6= K de sorte
que l'on puisse onsidérer F<j+1/F<j (j ∈ {0, . . . , m′ − 1}) une marhe de (F<).
Comme (F ) est un ranement de (F<), on sait
∃ij < ij+1 Fij = F<j < F<j+1 = Fij+1 .
Considérons l'ensemble d'entiers
Ij+1 := {i ∈ {0, . . . , m} | Fi = F<j+1} .
Comme l'ensemble Ij+1 6= ∅ puisque Fij+1 = F<j+1, il admet un plus petit élément,
et nous pouvons onsidérer
l := (min Ij+1)− 1.
Avoir l + 1 ≤ ij onduirait à Fl+1 ≤ Fij qui ontredit Fij = F<j < F<j+1 = Fl+1.
On a don 0 ≤ ij < l + 1 et en partiulier l ≥ 0. D'où l'existene de Fl. La
minimalité de l + 1 dans Ij+1 interdit que Fl = F<j+1 = Fl+1. Don
Fl < Fl+1 = F<j+1 .
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Comme par ailleurs Fij ≤ Fl (puisque ij < l + 1⇔ ij ≤ l), on a la tour
F<j = Fij ≤ Fl < Fl+1 = F<j+1 .
Or, par dénition, (F ) rane trivialement (F<) et don
∃j′ ∈ {0, . . . , m′} Fl = F<j′ .
Montrons maintenant que néessairement j′ = j. Si tel n'était pas le as, on
aurait :
- Ou bien j′ < j et Fl = F<j′ < F<j ; d'où
Fl < F<j = Fij < F<j+1 = Fl+1 .
Mais ei pose un insurmontable problème à ij, qui ne peut ni être inférieur ou
égal à l (par l'inégalité strite de gauhe), ni supérieur ou égal à l + 1 (par elle
de droite) : ontradition.
- Ou bien j + 1 ≤ j′ et F<j+1 ≤ F<j′ = Fl qui ontredit diretement
Fl < Fl+1 = F<j+1 .
Il est don prouvé que j′ = j. Finalement
(F<j+1/F<j) = (Fl+1/Fl)
et don (F<j+1/F<j) est bien une marhe de (F ). 
Nous montrerons au hapitre 4, orollaire 1.6, que la réiproque est vraie :
toute marhe non triviale de (F ) est une marhe de (F<).
Tirons ii du Fait 2.5 préédent l'important
Corollaire 2.6. Soit L/K une extension galtourable (Chap. 2, Déf. 1.4). Pour
toute tour galoisienne
(T ) K = T0 E · · ·E Ti · · ·E Tm = L
de L/K, la tour strite (T<) assoiée à (T ) (Prop. & Déf. 2.1) est aussi galoi-
sienne :
(T<) K = T0 = T<0 ⊳ · · ·⊳ T<j ⊳ · · ·⊳ T<m′ = Tm = L .
Démonstration. Toute marhe de (T<) est une extension galoisienne, en tant que
marhe de (T ). 
On a vu que la notion de tour strite assoiée est ompatible ave elle de
ranement (Prop. 2.3). Voyons qu'il en est de même ave la notion de ranement
galoisien.
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Proposition 2.7. Soient L/K une extension quelonque, et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Pour tout ranement galoisien (Déf. 1.3.(4))
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ek ≤ · · · ≤ En = L
de (F ), (E<) est un ranement galoisien de (F<).
Démonstration. On sait déjà, par la proposition 2.3, que (E<) est un ranement
de
(F<) K = F0 = F<0 < · · · < F<j < · · · < F<m′ = Fm = L .
Il reste à voir que
(E<) K = E0 = E<0 < · · · < E<l < · · · < E<n′ = En = L
vérie la ondition (RAFG) du (4) de la dénition 1.3. Notons que le Fait 2.5
assure que toutes les marhes de (E<) sont des marhes de (E) :
∀l ∈ {1, . . . , n′} ∃kl ∈ {1, . . . , n} (E<l/E<l−1) = (Ekl/Ekl−1) .
Supposons qu'il existe l ∈ {1, . . . , n′ − 1} tel que
∀j ∈ {0, . . . , m′} E<l 6= F<j .
(Si un tel l n'existe pas, le ranement est trivial, don galoisien (Fait 1.5.(1))). En
vertu de la démonstration de la proposition & dénition 2.1, on sait par ailleurs
que
{F<0, . . . , F<m′} = {F0, . . . , Fm} .
Dès lors on a
∀i ∈ {0, . . . , m} E<l 6= Fi .
Comme E<l = Ekl, 'est don que
∀i ∈ {0, . . . , m} Ekl 6= Fi .
Par la ondition (RAFG) du ranement galoisien (E) de (F ), on obtient nale-
ment que
(E<l = EklրEkl−1 = E<l−1)
e que l'on voulait. 
Corollaire 2.8. Pour toute tour strite (F ) de L/K et tout ranement galoisien
(E) de (F ), (E<) est enore un ranement galoisien de (F ).
Démonstration. Celle du orollaire 2.4 mutatis mutandis. 
L'introdution des tours strites assoiées nous permet d'érire la version strite
suivante de la proposition 1.9 :
Proposition 2.9. Toute tour galtourable strite admet un ranement galoisien
qui est une tour galoisienne strite.
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Démonstration. Soit (F ) une tour galtourable strite
(F ) K = F0 ≶ · · · ≶ Fi ≶ · · · ≶ Fm = L .
La proposition 1.9 fournit une tour galoisienne
(T ) K = F0 = T0 E · · ·E Tj E · · ·E Tn = L
qui est un ranement (néessairement galoisien par le Fait 1.5.(2)) de (F ). La
proposition 2.7 assure que la tour strite assoiée (T<) est un ranement galoisien
de (F<) = (F ) (Remarque 2.2.(1)). Et le orollaire 2.6 ertie que (T<) est enore
une tour galoisienne. 
Notons enn le fait suivant onernant les tours strites.
Fait 2.10. Soient L/K une extension et
(F ) K = F0 < · · · < Fi < · · · < Fm = L
une tour strite de L/K. Pour tout ranement trivial strit
(E) K = E0 = F0 = Ej0 < · · · < Eji = Fi < · · · < Ejm = Fm = L
de (F ), on a néessairement (E) = (F ) (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(3)).
Démonstration. La tour (F ) est strite de ranement trivial (E). Par l'uniité
de la Prop. & Déf. 2.1, 'est don que (F ) = (E<). Or (E) étant une tour strite,
on a (E<) = (E) d'après la remarque 2.2.(1). D'où la onlusion. 
3. Tour restreinte, tour ratio
L'obtention de ranements de tours de orps sera notre objet dans les hapitres
4, 6 et 7. Nous voulons ii introduire une méthode de fragmentation qui sera
utilisée au hapitre 7 nal. La dénition suivante préise la notion intuitive de
suppression, à gauhe ou à droite, des orps d'une tour donnée.
Dénition 3.1. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Pour tout indie xé r ∈ {0, . . . , m}, nous appelons :
(1) "Tour restreinte de (F ) à l'indie r", et nous notons
(resr(F ))
la tour obtenue en supprimant dans (F ) les r premiers orps, i.e. F0, F1, . . . , Fr−1 :
(resr(F )) Fr ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L .
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(2) "Tour ratio de (F ) à l'indie r", et nous notons
(ratr(F ))
la tour obtenue en supprimant dans (F ) lesm−r derniers orps, i.e. Fr+1, . . . , Fm :
(ratr(F )) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fr .
(3) "Tour inatée à L de (ratr(F ))", et nous notons
(infL(ratr(F ))) ou (infL,r(F ))
la tour obtenue en onservant tous les orps Fi de (ratr(F )) sauf le dernier, que
l'on remplae par L :
(infL,r(F )) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fr−1 ≤ L .
(4) Lorsque la tour (F ) est strite (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1)), on érit
par abus de notation (resFr(F )) (resp. (ratFr(F ))) au lieu de (resr(F )) (resp.
(ratr(F ))).
Pour xer les idées, donnons l'immédiat
Fait 3.2. Dans les notations de la dénition 3.1, et en onvenant d'érire (K)
(resp. (L)) la tour réduite au seul orps K (resp. L), on a :
(res0(F )) = (F ) , (resm(F )) = (L) ;
(rat0(F )) = (K) , (ratm(F )) = (F ) ;
(infL,0(F )) = (L) , (infL,m(F )) = (F ) .
La proposition suivante justie les dénitions qui préèdent.
Proposition 3.3. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Soit r un entier xé quelonque dans {0, . . . , m}.
(1) Pour tout ranement
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Eji = Fi ≤ . . .
· · · ≤ Ejr = Fr ≤ · · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = L
de (F ) (f. Rem. 1.2.(2)), la tour restreinte (resp. ratio) à l'indie jr de (E), i.e.
(resjr(E)) (resp. (ratjr(E))), est un ranement de (resr(F )) (resp. (ratr(F ))).
(2) Réiproquement, pour tout ranement (S) de (resr(F )) et tout ranement
(R) de (ratr(F )), il existe un unique ranement (E) de (F ) tel que l'on ait à la
fois (resjr(E)) = (S) et (ratjr(E)) = (R).
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Démonstration. (1) Puisque (E) rane (F ), on a par dénition (Déf. & Conv.
1.1.(1))
0 ≤ j0 < · · · < ji < · · · < jr < · · · < jm ≤ n
ave
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji .
Alors à l'évidene
jr ≤ jr < · · · < jm ≤ n (resp. 0 ≤ j0 < · · · < jr ≤ jr )
ave
∀i ∈ {r, . . . , m} Fi = Eji (resp. ∀i ∈ {0, . . . , r} Fi = Eji ) .
Cei établit diretement que
(resjr(E)) Fr = Ejr ≤ · · · ≤ Eji = Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ . . .
· · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = L
( resp. (ratjr(E)) K = E0 = F0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ . . .
· · · ≤ Eji = Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ Ejr = Fr )
est un ranement de
(resr(F )) Fr ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
( resp. (ratr(F )) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fr ) .
(2) Érivons :
(S) Fr = S0 ≤ · · · ≤ Sk ≤ · · · ≤ Sp = L
(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rl ≤ · · · ≤ Rq = Fr .
Comme (S) (resp. (R)) rane (resr(F )) (resp. (ratr(F ))), on a par dénition
0 ≤ kr < · · · < km ≤ p (resp. 0 ≤ l0 < · · · < lr ≤ q )
ave
∀i ∈ {r, . . . , m} Fi = Ski (resp. ∀i ∈ {0, . . . , r} Fi = Rli ) .
Posons :
∀j ∈ {0, . . . , q} Ej := Rj , ∀j ∈ {q + 1, . . . , q + p} Ej := Sj−q ;
∀i ∈ {0, . . . , r − 1} ji := li , jr := q , ∀i ∈ {r + 1, . . . , m} ji := q + ki .
On a la suite d'indies
0 ≤ j0 = l0 < · · · < jr−1 = lr−1 < jr = q < jr+1 = q + kr+1 < . . .
· · · < jm = q + km ≤ q + p .
En eet
lr−1 < lr ≤ q ⇒ jr−1 < jr
et
0 ≤ kr < kr+1 ⇒ jr = q ≤ q + kr < q + kr+1 = jr+1 .
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Tout ei ave
∀i ∈ {0, . . . , r − 1} Fi = Rli = Eli = Eji
Fr = Rq = Eq = Ejr
∀i ∈ {r + 1, . . . , m} Fi = Ski = Eq+ki = Eji
(e dernier as ar
0 ≤ kr < kr+1 ≤ ki ≤ p ⇒ 1 ≤ ki ≤ p ⇒ q + 1 ≤ q + ki ≤ q + p ).
Finalement, il est prouvé que
∀i ∈ {0, . . . , m} Fi = Eji
e qui exprime que (E) est un ranement de (F ).
Montrons enn que ette tour (E) vérie bien les onditions souhaitées. Posons
n := q + p. D'après la dénition 3.1
(resjr(E)) Fr = Ejr=q ≤ Eq+1 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = L
= = = =
S0 ≤ S1 ≤ · · · ≤ Sk=j−q ≤ · · · ≤ Sp
e qui exprime que (resjr(E)) = (S). De même, trivialement
(ratjr(E)) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ Ejr=q = Fr
= = =
R0 ≤ · · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rq
e qui exprime que (ratjr(E)) = (R).
Prouvons maintenant l'uniité de l'énoné du (2). Soit (E ′) une tour de orps
telle que (resjr(E
′)) = (S) et (ratjr(E
′)) = (R). Si l'on désigne par n′ la hauteur
de (E ′), la première de es deux égalités implique diretement que
n′ = jr + p = n .
Il faut prouver que E ′j = Ej pour tout j ∈ {0, . . . , m} (f. Chap. 2, Déf. & Conv.
1.1.(3)).
- Si j ∈ {0, . . . , q = jr}
(ratjr(E
′)) E ′0 ≤ · · · ≤ E ′j ≤ · · · ≤ E ′jr
= = = =
(R) R0 ≤ · · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rjr
d'où
∀j ∈ {0, . . . , q} E ′j = Rj = Ej .
- Si j ∈ {q + 1, . . . , q + p = n}
(resjr(E
′)) E ′jr ≤ E ′jr+1 ≤ · · · ≤ E ′j ≤ · · · ≤ E ′n
= = = = =
(S) S0 ≤ S1 ≤ · · · ≤ Sj−q ≤ · · · ≤ Sp
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d'où
∀j ∈ {q + 1, . . . , n} E ′j = Sj−q = Ej .
Cei ahève la démonstration de la proposition 3.3. 
Quelle est maintenant la version de la proposition 3.3 pour les ranements
propres ou les ranements galoisiens ? Nous aurons besoin du
Lemme 3.4. Soient L/K une extension quelonque,
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K, et r un entier xé dans {0, . . . , m}. Pour tout ranement
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej0 = F0 = K ≤ · · · ≤ Eji = Fi ≤ · · · ≤ Ej ≤ . . .
· · · ≤ Ejm = Fm = L ≤ · · · ≤ En = L
de (F ), on a les impliations suivantes :
(1) ∀j ∈ {1, . . . , jr − 1} (∃ i ∈ {r + 1, . . . , m} Ej = Fi) ⇒ Ej = Fr .
(1-1) ∀j ∈ {1, . . . , jr − 1},
(∀i ∈ {0, . . . , r} Ej 6= Fi) ⇒ (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi) .
(1-2) ( ∃ j ∈ {1, . . . , jr − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Ej 6= Fi )
⇓
( ∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ) .
(2) ∀j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} (∃ i ∈ {0, . . . , r − 1} Ej = Fi) ⇒ Ej = Fr .
(2-1) ∀j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1},
(∀i ∈ {r, . . . , m} Ej 6= Fi) ⇒ (∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi) .
(2-2) ( ∃ j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {r, . . . , m} Ej 6= Fi )
⇓
( ∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ) .
Démonstration. (1) Par la roissane des suites {Fi}0≤i≤m et {Ej}0≤j≤n,
Fr ≤ Fr+1 ≤ Fi = Ej ≤ Ejr−1 ≤ Ejr = Fr ⇒ Ej = Fr .
(1-1) Soit j ∈ {1, . . . , jr−1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {0, . . . , r}. Raisonnons
par l'absurde en supposant
∃ i ∈ {0, . . . , m} Ej = Fi .
Comme {0, . . . , m} = {0, . . . , r} ∪ {r + 1, . . . , m},
- ou bien
(∃ i ∈ {r + 1, . . . , m} Ej = Fi) et Ej = Fr d'après (1) : ontradition ;
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- ou bien
(∃ i ∈ {0, . . . , r} Ej = Fi) qui ontredit notre hypothèse.
D'où la onlusion voulue.
(1-2) Cela déoule du (1-1) en prenant le même indie
j ∈ {1, . . . , jr − 1} ⊆ {1, . . . , n− 1}
des deux tés de l'impliation.
(2) Fr = Ejr ≤ Ejr+1 ≤ Ej = Fi ≤ Fr−1 ≤ Fr ⇒ Ej = Fr .
(2-1) On raisonne par l'absurde omme dans la démonstration du (1-1) i-dessus
en onsidérant j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {r, . . . , m}.
Ne pas avoir le résultat annoné onduit à une ontradition, ou bien par le (2)
préédent, ou bien diretement par hypothèse.
(2-2) Il déoule quant à lui du (2-1) en prenant le même indie
j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ⊆ {1, . . . , n− 1}
des deux tés de l'impliation. 
Ave la proposition 3.3 et le lemme 3.4 préédent, nous pouvons énoner la
Proposition 3.5. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Soit r un entier xé quelonque dans {0, . . . , m}.
(1) Pour tout ranement propre (Déf. & Conv. 1.1.(2)) (E) de (F ),
- ou la tour restreinte (resjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ranement propre
de (resr(F )) ;
- ou la tour ratio (ratjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ranement propre de
(ratr(F )).
(2) Réiproquement, pour tout ranement (S) de (resr(F )) et tout ranement
(R) de (ratr(F )), tels que (R) ou (S) soit un ranement propre, l'unique ra-
nement (E) induit par (R) et (S) (f. Prop. 3.3.(2)) est un ranement propre
de (F ).
Démonstration. (1) On se plae dans les notations de la démonstration de la
proposition 3.3. Notre hypothèse signie que (Déf. & Conv. 1.1.(2))
∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ;
don Ej 6= Fi pour tout i dans {0, . . . , r} ou {r, . . . , m}. Or j 6= jr ar sinon
Ej = Ejr = Fr : ontradition. Don
- ou bien
∃ j ∈ {1, . . . , jr − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Ej 6= Fi
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e qui exprime que la tour ratio (ratjr(E)) est un ranement propre de (ratr(F )) ;
- ou bien
∃ j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {r, . . . , m} Ej 6= Fi
e qui exprime que la tour restreinte (resjr(E)) est un ranement propre de
(resr(F )).
(2) Les notations sont elles de la démonstration du (2) de la proposition 3.3 :
(S) Fr = S0 ≤ · · · ≤ Sk ≤ · · · ≤ Sp = L
(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rl ≤ · · · ≤ Rq = Fr .
- Dire que (S) est un ranement propre de (resr(F )) signie
∃ k ∈ {1, . . . , p− 1} ∀i ∈ {r, . . . , m} Sk 6= Fi .
Don pour j := q + k,
∃ j ∈ {q + 1 = jr + 1, . . . , q + p− 1 = n− 1} ∀i ∈ {r, . . . , m} Sj−q 6= Fi .
Mais, pour un tel j, on a posé Ej := Sj−q. Ainsi
∃ j ∈ {jr + 1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {r, . . . , m} Ej 6= Fi .
D'après le (2-2) du lemme 3.4, on en déduit que
∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi
e qui exprime exatement que (E) est un ranement propre de (F ).
- De la même façon, dire que (R) est un ranement propre de (ratr(F )) signie
∃ l ∈ {1, . . . , q − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Rl 6= Fi .
Don pour j := l,
∃ j ∈ {1, . . . , q − 1 = jr − 1} ∀i ∈ {0, . . . , r} Ej = Rj 6= Fi .
D'après le (1-2) du lemme 3.4, on en déduit que
∃ j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi
e qui exprime enore une fois que (E) est un ranement propre de (F ). 
Voii l'analogue galoisien de la proposition 3.3.
Proposition 3.6. Dans les notations respetives de la proposition 3.3 :
(1) Pour tout ranement galoisien (E) de (F ), la tour restreinte (resjr(E))
(resp. la tour ratio (ratjr(E))) est un ranement galoisien de (resr(F )) (resp.
(ratr(F ))).
(2) Réiproquement, pour tout ranement galoisien (S) de (resr(F )) et tout raf-
nement galoisien (R) de (ratr(F )), il existe un unique ranement galoisien
(E) de (F ) tel que l'on ait à la fois (resjr(E)) = (S) et (ratjr(E)) = (R). Ce
ranement est elui de la proposition 3.3.
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Démonstration. (1) Par dénition d'un ranement galoisien (Déf. 1.3.(4)), la tour
(E) vérie la ondition
(RAFG) ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} ( ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ) ⇒ Ej−1 E Ej .
- Considérons j ∈ {1, . . . , jr−1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {0, . . . , r}. D'après
le (1-1) du lemme 3.4,
∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ,
d'où Ej−1 E Ej par la ondition (RAFG) i-dessus. Cei prouve que (ratjr(E))
est un ranement galoisien de (ratr(F )).
- Considérons j ∈ {jr + 1, . . . , n − 1} tel que Ej 6= Fi pour tout i ∈ {r, . . . , m}.
D'après le (2-1) du lemme 3.4,
∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi ,
d'où Ej−1 E Ej par la ondition (RAFG). Cei prouve que (resjr(E)) est un
ranement galoisien de (resr(F )).
(2) Les notations sont elles du (2) de la proposition 3.3 :
(S) Fr = S0 ≤ · · · ≤ Sk ≤ · · · ≤ Sp = L
(R) K = R0 ≤ · · · ≤ Rl ≤ · · · ≤ Rq = Fr .
Prouvons que le ranement (E) qui y est onstruit est néessairement galoisien.
Soit j ∈ {1, . . . , n−1} = {1, . . . , jr−1}∪{jr}∪{jr+1, . . . , n−1} tel que Ej 6= Fi
pour tout i ∈ {0, . . . , m}. On ne peut pas avoir j = jr puisque Ejr = Fr. Par
onséquent :
- ou bien j ∈ {1, . . . , jr − 1 = q − 1} et l'on a en partiulier
∀i ∈ {0, . . . , r} Rj = Ej 6= Fi .
La ondition (RAFG) vériée par (R) assure alors que
Ej−1 = Rj−1 E Rj = Ej ;
- ou bien j ∈ {jr + 1 = q + 1, . . . , n− 1 = q + p− 1} et pour k := j − q
∀i ∈ {r, . . . , m} Sk = Ej 6= Fi .
La ondition (RAFG) vériée par (S) assure alors que
Ej−1 = Sk−1 E Sk = Ej .
Dans tous les as don, Ej−1 E Ej e qui exprime que (E) est un ranement
galoisien de (F ). 
Les propositions 3.5 et 3.6 se ombinent en la proposition suivante pour les
ranements galoisiens propres.
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Proposition 3.7. Soient L/K une extension quelonque et
(F ) K = F0 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour de L/K. Soit r un entier xé quelonque dans {0, . . . , m}.
(1) Pour tout ranement galoisien propre (E) de (F ) (Déf. & Conv. 1.1.(2))
- ou la tour restreinte (resjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ranement galoisien
propre de (resr(F )) ;
- ou la tour ratio (ratjr(E)) à l'indie jr de (E) est un ranement galoisien
propre de (ratr(F )).
(2) Réiproquement, pour tout ranement galoisien (S) de (resr(F )) et tout raf-
nement galoisien (R) de (ratr(F )), tels que (R) ou (S) soit un ranement
propre, l'unique ranement (E) induit par (R) et (S) (f. Prop. 3.3.(2)) est un
ranement galoisien propre de (F ).
Démonstration. (1) Par le (1) de la proposition 3.6, (resjr(E)) et (ratjr(E)) sont
des ranements galoisiens. Le (1) de la proposition 3.5 assure que l'un ou l'autre
est un ranement propre. C'est don que (resjr(E)) ou (ratjr(E)) est un ra-
nement galoisien propre.
(2) Par le (2) de la proposition 3.6, (E) est un ranement galoisien de (F ). Le (2)
de la proposition 3.5 assure que (E) est un ranement propre de (F ). Autrement
dit, (E) est un ranement galoisien propre de (F ) (f. sholie de la Déf. 1.3). 

Chapitre 4
PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATION
En théorie des groupes, on onnaît les deux élèbres théorèmes :
Théorème de Shreier ([36℄, [16℄)
Deux suites normales d'un même groupe admettent des ranements équivalents.
Théorème de Jordan-Hölder ([18℄, [15℄, [16℄)
Soit G un groupe admettant une suite de omposition.
(i) Toute suite normale strite de G admet un ranement qui est une suite de
omposition de G.
(ii) Deux suites de omposition de G sont équivalentes.
En lieu et plae d'un groupe G, nous onsidérons ii une extension galtourable
L/K. Nous remplaçons les suites normales de G et ses suites de omposition par
les tours galoisiennes de L/K et ses "tours de omposition". Notre but dans e
hapitre 4 est d'établir un analogue galoisien aux théorèmes de Shreier et de
Jordan-Hölder. Pour ela, nous dévissons, nous dissoions les tours galoisiennes
de L/K autant que néessaire de façon à obtenir des "tours équivalentes" (de
marhes à groupes de Galois isomorphes à l'ordre près) qui n'admettent auun
ranement galoisien propre. Nous appelons "théorèmes de dissoiation" les théo-
rèmes ainsi obtenus, et nous les généraliserons dans le hapitre 7 nal à toutes
les extensions algébriques nies.
1. Tours de omposition galoisiennes,
tours galoisiennes équivalentes
Dénition 1.1. Soient L/K une extension galtourable et
(F ) K = F0 E · · ·E Fi E · · ·E Fm = L
une tour galoisienne de L/K.
(1) Nous disons que (F ) est "une tour de omposition galoisienne de L/K" si et
seulement si elle est strite et n'admet auun ranement galoisien propre.
(2) Soit
(E) K = E0 E · · ·EEj E · · ·E En = L
une autre tour galoisienne de L/K. Nous disons que (E) et (F ) sont "équiva-
lentes", et nous notons (E) ∼ (F ), si et seulement si elles ont même nombre de
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marhes : m = n, et si, à permutation près, les groupes de Galois de es marhes
sont isomorphes (topologiquement en degrés innis) :
∃σ ∈ Sm ∀i ∈ {1, . . . , m = n} Gal(Fi/Fi−1) ∼−→ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) .
Un as très partiulier de ette dénition est fourni par le
Fait 1.2. L'extension triviale L = K admet une tour de omposition galoisienne
et une seule, elle à zéro marhe :
(C) K = F0 = L .
Démonstration. D'après le (1) de la dénition & onvention 1.1 du hapitre 2,
la tour triviale (C) est strite. Raisonnons par l'absurde en supposant que (C)
admette un ranement galoisien propre
(E) K = E0 E · · ·EEj0 = F0 E · · ·EEj E · · ·E En = L .
Par la ondition (RAF3) de la dénition & onvention 1.1 du hapitre 3,
∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi .
En partiulier Ej 6= F0 = K. Dès lors, par la roissane de (E),
K = E0 ≤ Ej ≤ En = L = K ;
d'où Ej = K : ontradition. Il est don établi que (C) est une tour de omposition
galoisienne. Montrons que (C) est l'unique tour de omposition de L/K. Soit (C ′)
une tour de omposition galoisienne de L/K de hauteur m′. Comme [L : K] = 1,
on déduit du Fait 1.3 du hapitre 2 que néessairement m′ = 0. Don (C ′) est la
tour triviale et par onséquent (C ′) = (C). 
La dénition 1.1 préédente sera étendue au hapitre 7 aux tours quelonques
d'une extension nie via la notion de "tour d'élévation". En partiulier, il ne
sura pas d'y enlever les qualiatifs "galoisiens".
En théorie des groupes, on onnaît la
Proposition. Pour qu'une suite normale soit de omposition, il faut et il sut
que haun de ses fateurs soit simple.
Voii son analogue galoisien :
Proposition 1.3. Soit L/K une extension galtourable quelonque. Pour qu'une
tour galoisienne de L/K soit de omposition (f. Déf. 1.1.(1)), il faut et il sut
que haune de ses marhes soit galsimple (Chap.2, Déf. 1.6.(2)).
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Démonstration. Montrons d'abord que l'équivalene est vraie pour l'extension
triviale L = K. Par le Fait 1.2, elle-i admet une tour de omposition et une
seule, elle à zéro marhe :
(C) K = F0 = L .
Soit don (F ) une tour de omposition galoisienne de L = K. Comme (F ) = (C),
la galsimpliité des marhes de (F ) est vériée puisqu'il n'y en a pas.
Inversement, soit (F ) une tour de L/K dont toutes les marhes sont galsimples.
Si (F ) était de hauteur non nulle, elle admettrait don une marhe strite :
ontradition. Finalement (F ) est de hauteur nulle ; 'est la tour de omposition
galoisienne (C).
Supposons maintenant l'extension L/K non triviale, et soit
(F ) K = F0 E · · ·E Fi E Fi+1 E · · ·E Fm = L
une tour galoisienne de L/K. Supposons que (F ) soit une tour de omposition
galoisienne et que l'une de ses marhes Fi0+1րFi0 ne soit pas galsimple. Par
dénition de la galsimpliité et le fait que la marhe est galoisienne, il existe un
orps F tel que
Fi0 ⊳ F ⊳ Fi0+1 .
Soit alors (E) la tour dénie par

∀j ∈ {0, . . . , i0} Ej = Fj
Ei0+1 = F
∀j ∈ {i0 + 2, . . . , m+ 1} Ej = Fj−1
i.e.
(E) K = E0E· · ·EEi0 = Fi0EEi0+1 = FEEi0+2 = Fi0+1E· · ·EEm+1 = Fm = L .
Comme elle est galoisienne, ette tour (E) est un ranement galoisien de (F )
(f. Chap. 3, Fait 1.5.(2)). De plus{ ∀i ∈ {0, . . . , i0} (Fi ≤ Fi0 < F ) ⇒ Fi 6= F
∀i ∈ {i0 + 1, . . . , m} (F < Fi0+1 ≤ Fi) ⇒ Fi 6= F .
Don (E) est un ranement propre de (F ). On a ainsi onstruit un ranement
galoisien propre de (F ) : ontradition, puisque (F ) est de omposition.
Inversement, supposons que toutes les marhes de (F ) soient galsimples. Elles
sont don en partiulier toutes non triviales, et la tour (F ) est strite. Raisonnons
par l'absurde en supposant l'existene d'un ranement galoisien propre (E) de
(F ). D'après la proposition 1.7 du hapitre 3, 'est une tour galoisienne :
(E) K = E0 = F0 E · · ·E Eji = Fi E · · ·E Ej E · · ·E En = Fm = L .
De plus, par la dénition et onvention 1.1.(2) du hapitre 3, l'ensemble
{j ∈ {1, . . . , n− 1} | ∀i ∈ {0, . . . , m} Ej 6= Fi}
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est non vide. Notons l son plus petit élément. Deux as :
 ou bien l − 1 = 0, El−1 = F0 ;
 ou bien l − 1 ≥ 1 et par minimalité de l, il existe k dans {0, . . . , m} tel que
El−1 = Fk.
Don dans tous les as
∃k ∈ {0, . . . , m} El−1 = Fk .
On n'a pas El−1 = Fm ar alors
Fm = El−1 ≤ El ≤ L = Fm ⇒ El = Fm : ontradition.
Don
∃k ∈ {0, . . . , m− 1} El−1 = Fk .
Rappelons que Ejk+1 = Fk+1, et minorons à partir de là l'indie jk+1 :
 si jk+1 ≤ l − 1,
Fk+1 = Ejk+1 ≤ El−1 = Fk < Fk+1 (ar (F ) est strite) : absurde ;
 si jk+1 = l, Fk+1 = El : ontradition par dénition de l.
On a don néessairement jk+1 ≥ l + 1, de sorte que
Fk = El−1 < El ≤ El+1 ≤ · · · ≤ Ejk+1 = Fk+1 .
Retenons en partiulier que
Fk = El−1 < El < Fk+1 .
Mais la marhe El/El−1 est galoisienne ((E) est une tour galoisienne) ; don
l'extension Fk+1/Fk n'est pas galsimple : ontradition. 
Le orollaire suivant prouve la ompatibilité de la notion de tour de omposition
ave l'équivalene des tours galoisiennes.
Corollaire 1.4. Soit L/K une extension galtourable et (T ), (T ′) deux tours ga-
loisiennes de L/K. On suppose que (T ) et (T ′) sont équivalentes (f. Déf. 1.1).
Alors (T ) est de omposition si et seulement si (T ′) est de omposition.
Sholie. Nous montrerons qu'une extension galtourable n'admet une tour de om-
position galoisienne que lorsqu'elle est nie (f. 2ème théorème de dissoiation :
Th. 4.2).
Démonstration. Posons
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L ,
(T ′) K = T ′0 E · · ·E T ′j E T ′j+1 E · · ·E T ′m = L .
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Supposons que (T ) ne soit pas de omposition et prouvons qu'il en est ainsi de
(T ′). Par la proposition 1.3 préédente, au moins une marhe de (T ) n'est pas
galsimple :
∃i ∈ {1, . . . , m} Ti †Ti−1 .
Cei signie, par dénition de la galsimpliité (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)),
 ou bien que Ti = Ti−1 ;
 ou bien qu'il existe un orps intermédiaire F tel que
Ti−1 ⊳ F < Ti ,
et don, par la bijetion de Krull lassique,
Gal(Ti/Ti−1)⊲f Gal(Ti/F )⊲ 1 .
On sait qu'il existe σ ∈ Sm (Déf. 1.1) tel que
Gal(Ti/Ti−1)
∼−→ Gal(T ′σ(i)/T ′σ(i)−1) .
Don
 ou bien, dans le premier as, T ′σ(i) = T
′
σ(i)−1 ;
 ou bien, dans le deuxième, l'image H de Gal(Ti/F ) par et isomorphisme
topologique est telle que
Gal(T ′σ(i)/T
′
σ(i)−1)⊲f H ⊲ 1 .
On en déduit, par la réiproque de la bijetion de Krull lassique, la tour
T ′σ(i)−1 ⊳ T
′H
σ(i) < T
′
σ(i) .
Dans les deux as, (T ′) a une marhe qui n'est pas galsimple, et par la proposition
1.3 préédente, (T ′) n'est pas de omposition. 
Il arrive que l'on ne sahe pas déider si une tour est strite ou pas. Dans la
quête de tours équivalentes strites, la proposition suivante y remédie.
Proposition 1.5. Soit L/K une extension galtourable. Pour toutes tours galoi-
siennes de L/K
(F ) K = F0 E · · ·E Fi E · · ·E Fm = L
et
(E) K = E0 E · · ·EEk E · · ·E En = L
équivalentes, les tours strites assoiées (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1)
(F<) K = F0 = F<0 ⊳ · · ·⊳ F<j ⊳ · · ·⊳ F<m′ = Fm = L
et
(E<) K = E0 = E<0 ⊳ · · ·⊳ E<l ⊳ · · ·⊳ E<n′ = En = L
sont équivalentes.
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Démonstration. On sait déjà, par le orollaire 2.6 du hapitre 3, que (E<) et (F<)
sont bien des tours galoisiennes (e qui justie leur notation dans l'énoné). Il
nous reste ainsi à montrer qu'elles sont équivalentes. Pour ela, prouvons que
pour tout j dans {1, . . . , m′}, il existe un unique entier ij dans {1, . . . , m} tel que
l'on ait
F<j = Fij et F<j−1 = Fij−1 .
L'existene d'entiers vériant l'une ou l'autre ondition est laire. Examinons tout
d'abord l'existene et l'uniité d'un entier vériant les deux onditions simulta-
nément.
Soit j ∈ {1, . . . , m′} quelonque mais xé. Dans la démonstration du Fait 2.5
du hapitre 3, on a vu que l'entier
ij := min{i ∈ {0, . . . , m} | Fi = F<j}
(toujours ≥ 1) onvient. Prenons un entier i′ ∈ {1, . . . , m} onvenant également.
La première ondition assure que Fi′ = F<j , et la minimalité de ij fournit alors
ij ≤ i′ .
Dès lors, si ij 6= i′, on a ij ≤ i′ − 1 ; et par roissane de (F ) et strite roissane
de (F<)
F<j−1 < F<j = Fij ≤ Fi′−1 .
Mais F<j−1 < Fi′−1 signie en partiulier que i′ ne onvient pas. C'est don
que ij = i
′
. Comme par dénition Fij−1 = F<j−1 < F<j = Fij , nous pouvons
onsidérer l'appliation
ΦF : {1, . . . , m′} −→ {i ∈ {1, . . . , m} | Fi 6= Fi−1}
j 7−→ ΦF (j) := ij .
On a
∀j ∈ {1, . . . , m′} FΦF (j) = F<j , FΦF (j)−1 = F<j−1 .
Montrons maintenant que ΦF est une bijetion.
◦ ΦF est injetive :
Comme l'ensemble de départ de ΦF est totalement ordonné, il nous sut de
prouver que ΦF est stritement roissante. Puisque la tour (F<) est strite
j < j′ ⇒ F<j < F<j′
= =
⇔ FΦF (j) < FΦF (j′).
Cei implique
ΦF (j) < ΦF (j
′) .
En eet, si ΦF (j
′) ≤ ΦF (j), on aurait par la roissane de {Fi}{0≤i≤m},
FΦF (j′) ≤ FΦF (j) : ontradition.
En résumé
j < j′ ⇒ ΦF (j) < ΦF (j′) ,
1. TOURS DE COMPOSITION GALOISIENNES 83
e qui prouve l'injetivité de ΦF .
◦ ΦF est surjetive :
Soit un entier i quelonque mais xé dans {1, . . . , m} tel que Fi 6= Fi−1. Comme
(F ) rane (F<) trivialement (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1 ), on a, par la ondition
(RAFT) (Chap. 3, Déf 1.3.(2))
∃j ∈ {0, . . . , m′} Fi = F<j .
Observons tout d'abord que j ne peut être nul. En eet
j = 0 ⇒ K = F0 ≤ Fi−1 < Fi = F<0 = K ⇒ K < K : ontradition.
C'est don que j ∈ {1, . . . , m′}. On peut ainsi onsidérer son image par ΦF : soit
ij := ΦF (j). Par dénition de ΦF (j), Fij 6= Fij−1 et Fij = F<j = Fi. Supposons
que les entiers ij et i soient diérents. Deux as se présentent :
 ou bien
ij < i ⇔ ij ≤ i− 1 ⇒ Fij ≤ Fi−1 < Fi = Fij : absurde ;
 ou bien
i < ij ⇔ i ≤ ij − 1 ⇒ Fi ≤ Fij−1 < Fij = Fi : absurde.
On vient bien de montrer que i = ij = ΦF (j). Cei étant vrai pour tout i dans
{1, . . . , m} tel que Fi 6= Fi−1, on a prouvé la surjetivité de ΦF .
Nous avons besoin pour la suite de l'analogue pour E de ΦF , à savoir la bijetion
ΦE dénie par
ΦE : {1, . . . , n′} −→ {k ∈ {1, . . . , n} | Ek 6= Ek−1}
l 7−→ ΦE(l) := kl
où kl est l'unique entier vériant
Ekl = E<l et Ekl−1 = E<l−1 .
Nous avons fait l'hypothèse que les tours galoisiennes (E) et (F ) sont équiva-
lentes : (E) ∼ (F ), e qui signie (Déf. 1.1.(2)) que m = n et
∃σ ∈ Sm ∀i ∈ {1, . . . , m = n} Gal(Fi/Fi−1) ∼−→ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) .
Pour prouver que (E<) ∼ (F<), notons tout d'abord le banal, mais déisif, argu-
ment de théorie de Galois :
Fi/Fi−1 non triviale ⇔ Gal(Fi/Fi−1) 6= 1
⇔ Gal(Eσ(i)/Eσ(i)−1) 6= 1
⇔ Eσ(i)/Eσ(i)−1 non triviale.
Nous pouvons don onsidérer la restrition σ| de σ aux marhes non triviales :
σ| : {i ∈ {1, . . . , m = n} | Fi 6= Fi−1} −→ {k ∈ {1, . . . , n} | Ek 6= Ek−1}
i 7−→ σ(i) .
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Puisque σ est surjetive, l'équivalene i-dessus assure que σ| est également surje-
tive. L'injetivité de σ| est une onséquene direte de elle de σ. Par onséquent,
σ| est aussi une bijetion.
Considérons dès lors le omposé des bijetions
τ := Φ−1E ◦ σ| ◦ ΦF : {1, . . . , m′} −→ {1, . . . , n′}
j 7−→ (Φ−1E ◦ σ| ◦ ΦF )(j) .
Comme τ est enore une bijetion, on a en partiulier m′ = n′ et τ ∈ Sm′ .
Ainsi, par les onditions que vérie ΦF (j) et la propriété de dénition de σ, on a
pour tout j ∈ {1, . . . , m′}
Gal(F<j = FΦF (j)/F<j−1 = FΦF (j)−1)
∼−→ Gal(Eσ(ΦF (j))/Eσ(ΦF (j))−1) ,
et la marhe étant non triviale
∼−→ Gal(Eσ|(ΦF (j))/Eσ|(ΦF (j))−1)
= Gal(EΦE(Φ−1E ◦σ|◦ΦF (j))/EΦE(Φ−1E ◦σ|◦ΦF (j))−1).
Enn par les deux onditions que vérie ΦE(Φ
−1
E ◦ σ| ◦ ΦF (j))
Gal(F<j/F<j−1)
∼−→ Gal(E<Φ−1E ◦σ|◦ΦF (j)/E<Φ−1E ◦σ|◦ΦF (j)−1)
∼−→ Gal(E<τ(j)/E<τ(j)−1).
Cei prouve exatement que (E<) ∼ (F<). 
Corollaire 1.6. Dans les notations de la proposition 1.5, toute marhe non tri-
viale de (F ) est une marhe de (F<).
Démonstration. C'est e qu'exprime la surjetivité de l'appliation ΦF de la dé-
monstration de la proposition 1.5. 
2. Le as des extensions galoisiennes
Dans le as partiulier des extensions galoisiennes, les résultats auxquels nous
voulons aboutir (f. introdution du présent hapitre) sont des onséquenes di-
retes de leurs analogues pour les groupes. Les quatre propositions suivantes ne
se limitent pas à des extensions nies.
Proposition 2.1. Toute suite normale du groupe de Galois d'une extension ga-
loisienne quelonque induit une tour galoisienne de ette extension. Préisément,
soit LրK une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K). Pour tout suite
normale
(S) G = G0 D · · ·DGi DGi+1 D · · ·DGm = 1 ,
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posons Ti := L
Gi (i = 0, . . . , m). On a alors la tour galoisienne de LրK
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L .
Nous disons que la tour galoisienne (T ) est induite par la suite normale (S).
Démonstration. Que (T ) soit une tour de L/K est trivial ar
Gi ≥ Gi+1 ⇒ Ti = LGi ≤ LGi+1 = Ti+1 .
Prouvons qu'elle est galoisienne. Par le (1) de la proposition 3.1 du hapitre 1
Gi DGi+1 ⇒ Gi DGi+1
au sens de la topologie de Krull de G ; d'où
Gi = Gal(L/L
Gi)DGal(L/LGi+1) = Gi+1
i.e. Gal(L/Ti)DGal(L/Ti+1) e qui signie que l'extension Ti+1/Ti est galoisienne
(i = 0, . . . , m− 1). Toutes les marhes de (T ) étant galoisiennes, la tour (T ) est
galoisienne par dénition (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(2)). 
Proposition 2.2. Tout ranement d'une suite normale du groupe de Galois
d'une extension galoisienne induit un ranement galoisien de la tour galoisienne
orrespondante de l'extension.
Préisément, soient LրK une extension galoisienne quelonque de groupe G :=
Gal(L/K),
(S) G = G0 D · · ·DGi DGi+1 D · · ·DGm = 1
une suite normale de G, et
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L
la tour galoisienne de L/K induite par (S) (Prop. 2.1). Pour tout ranement
(S ′) G = G′0 D · · ·DG′j DG′j+1 D · · ·DG′m′ = 1
de (S) (f. [34, p.120℄), la tour galoisienne
(T ′) K = T ′0 E · · ·E T ′j E T ′j+1 E · · ·E T ′m′ = L
induite par (S ′) est un ranement galoisien (f. Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) de (T ).
Démonstration. Par dénition d'un ranement d'une suite normale de groupe,
on a m ≤ m′ et l'existene d'une suite d'entiers
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ m′
telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Gi = G′ji .
86 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATION
Dès lors, on a diretement
∀i ∈ {0, . . . , m} LGi = LG′ji
= =
Ti ==== T
′
ji
.
Don (T ′) rane (T ). Le Fait 1.5.(2) du hapitre 3 nous permet de onlure : la
tour galoisienne (T ′) est un ranement galoisien de (T ). 
Le résultat préédent vient de e que l'on a posé la dénition d'un ranement
de tour de orps (au hapitre 3) de manière ompatible, dans le as d'une ex-
tension galoisienne, ave la dénition bien onnue d'un ranement d'une suite
normale de groupes. Cette ompatibilité permet d'énoner les réiproques des
propositions 2.1 et 2.2.
Proposition 2.3. (1) Toute tour galoisienne de orps d'une extension galoi-
sienne induit une suite normale du groupe de Galois de ette extension.
Préisément, soit LրK une extension galoisienne quelonque. Pour toute tour
galoisienne
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L
de L/K, on a, en posant Gi := Gal(L/Ti) (i = 0, . . . , m), la suite normale de
groupes
(S) Gal(L/K) = G0 D · · ·DGi DGi+1 D · · ·DGm = 1 .
Nous disons que la suite normale (S) est "induite" par la tour galoisienne (T ).
(2) La suite normale (S) induite par le (1) induit à son tour une tour galoi-
sienne par la proposition 2.1, qui n'est autre que la tour (T ) initiale.
Démonstration. (1) Le résultat est une onséquene immédiate de la théorie de
Galois générale :
∀i ∈ {0, . . . , m− 1} Ti ≤ Ti+1 ⇔ Gal(L/Ti+1) ≤ Gal(L/Ti)
et
Ti E Ti+1 ⇔ Gal(L/Ti+1)EGal(L/Ti) ⇔ Gi+1 EGi .
(2) Pour tout entier i dans {0, . . . , m}, L/Ti est galoisienne, omme sous-
extension de LրK ; don
Ti = L
Gal(L/Ti) = LGi .

Proposition 2.4. Soit LրK une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K).
Tout ranement galoisien de LրK induit un ranement de la suite normale
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orrespondante.
Préisément : soient
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L
une tour galoisienne de LրK et
(T ′) K = T ′0 E · · ·E T ′j E T ′j+1 E · · ·E T ′m′ = L
un ranement galoisien de (T ). Alors la suite normale
(S ′) G = G′0 D · · ·DG′j DG′j+1 D · · ·DG′m′ = 1
induite par (T ′) (f. Prop. 2.3.(1)) est un ranement de
(S) G = G0 D · · ·DGi DGi+1 D · · ·DGm = 1
induite par (T ).
Démonstration. D'après la proposition 1.7 du hapitre 3, (T ′) est une tour galoi-
sienne de LրK. Par dénition d'un ranement d'une tour de orps (Chap. 3,
Déf. & Conv. 1.1.(1)), on a m ≤ m′ et l'existene d'une suite d'indies
0 ≤ j0 < j1 < · · · < jm ≤ m′
telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} Ti = T ′ji .
D'où par dénition
∀i ∈ {0, . . . , m} Gal(L/Ti) = Gal(L/T ′ji)
= =
Gi ==== G
′
ji
.

Corollaire 2.5. Soit LրK une extension galoisienne de groupe G := Gal(L/K).
Pour tout ranement galoisien propre (T ′) d'une tour galoisienne (T ) de LրK,
la suite normale (S ′) de G induite par (T ′) (f. Prop. 2.3.) est un ranement
propre de la suite normale (S) induite par (T ).
Démonstration. La proposition 2.4 assure déjà que (S ′) est un ranement de (S).
De plus, dans les mêmes notations, on a, par dénition d'un ranement propre
de tour de orps (Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), la ondition
∃j ∈ {1, . . . , m′ − 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} T ′j 6= Ti .
Or d'après le (1) de la proposition 2.3, Gi := Gal(L/Ti), d'où
Ti = L
Gi (i = 0, . . . , m) .
De même
T ′j = L
G′j (j = 0, . . . , m′) .
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Don diretement
∃j ∈ {1, . . . , m′ − 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} G′j 6= Gi .

Dans le as d'une extension galoisienne nie, on peut ompléter les résultats
préédents grâe à la bijetion de Galois.
Proposition 2.6. Soit LրK une extension galoisienne nie de groupe G :=
Gal(L/K).
(1) Pour toute suite normale strite
(S) G = G0 ⊲ · · ·⊲Gi ⊲Gi+1 ⊲ · · ·⊲Gm = 1 ,
la tour galoisienne (T ) induite par (S) (f. Prop. 2.1) est strite.
(2) Pour tout ranement propre (S ′) d'une suite normale (S) de G, la tour
(T ′) induite par (S ′) est un ranement galoisien propre de la tour (T ) induite
par (S).
(3) Pour toute suite normale (S) de (G), la suite normale de G induite par la
tour galoisienne de LրK induite par (S) est égale à (S).
Démonstration. (1) Par la bijetion lassique de Galois :
Gi 6= Gi+1 ⇒ Ti = LGi 6= LGi+1 = Ti+1 (i = 0, . . . , m− 1) .
(2) D'après la proposition 2.2, (T ′) est un ranement de (T ). On a, par dé-
nition d'un ranement propre d'une suite normale, la ondition
∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} G′j 6= Gi .
Et par la bijetion lassique de Galois,
∃j ∈ {1, . . . , n− 1} ∀i ∈ {0, . . . , m} LG′j 6= LGi
= =
T ′j Ti .
Par dénition et le théorème d'Artin dans l'extension nie LրK, on a
Gal(L/Ti) = Gal(L/L
Gi) = Gi (i = 0, . . . , m) .

Nous faisons maintenant le lien entre la notion de groupe simple et la notion
d'extension galsimple, toujours dans le as d'une extension galoisienne nie.
Proposition 2.7. Pour qu'une extension galoisienne nie soit galsimple (f.
Chap. 2, Déf. 1.6.(2)), il faut et il sut que son groupe de Galois soit simple.
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Démonstration. Soit LրK une extension galoisienne nie de groupe de Galois
G := Gal(L/K). Supposons LրK galsimple. Par dénition, elle n'est pas triviale
et G 6= 1 ar sinon
K = LGal(L/K) = LG = L1 = L : ontradition .
Raisonnons par l'absurde en supposant que G ne soit pas simple, i.e. qu'il existe
un sous-groupe H de G tel que l'on ait la suite normale strite G ⊲ H ⊲ 1 . Le
(1) de la proposition 2.6 i-dessus nous assure alors que l'on a la tour galoisienne
strite
K ⊳ LH ⊳ L
qui ontredit la galsimpliité de L/K.
Inversement, si G est simple, on sait que G 6= 1 et don que L 6= K. Raisonnons
à nouveau par l'absurde en supposant que L/K ne soit pas galsimple. C'est qu'il
existe un orps intermédiaire strit K < M < L ave M/K galoisienne. Alors,
par la théorie de Galois générale et la simpliité de G,
Gal(L/M)EG ⇒ ( Gal(L/M) = G ou Gal(L/M) = 1 ) .
Mais, si Gal(L/M) = G, on a
M = LGal(L/M) = LG = LGal(L/K) = K : ontradition ;
et si Gal(L/M) = 1 ,
M = LGal(L/M) = L1 = L : ontradition .
C'est don que l'extension L/K est galsimple. 
Dans le as d'une extension galoisienne, les propositions préédentes font le lien
entre tours galoisiennes de orps et suites normales de groupes, ave leurs rane-
ments. La orrespondane se poursuit, dans le as ni, entre tours de omposition
galoisiennes et suites de omposition.
Proposition 2.8. Toute extension galoisienne nie admet une tour de omposi-
tion galoisienne.
Démonstration. C'est lair pour l'extension triviale par le Fait 1.2. Soit L/K une
extension galoisienne nie non triviale de groupe G := Gal(L/K). En tant que
groupe ni non trivial, il admet une suite normale de omposition :
(C) G = G0 ⊲ · · ·⊲Gi ⊲Gi+1 ⊲ · · ·⊲Gm = 1 .
Montrons que la tour galoisienne induite par (C) (Prop. 2.1)
(T ) K = T0 E · · ·E Ti E Ti+1 E · · ·E Tm = L
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est une tour de omposition de L/K. Le (1) de la proposition 2.6 nous assure que
la tour (T ) est strite. Raisonnons par l'absurde en supposant l'existene d'un
ranement galoisien propre
(T ′) K = T ′0 E · · ·E T ′j E T ′j+1 E · · ·E T ′m′ = L
de (T ). Par le orollaire 2.5, il induit un ranement propre (C ′) de (C), e qui
ontredit le fait que (C) soit une suite normale de omposition. 
Les propositions préédentes onduisent diretement à un analogue galoisien
du théorème de Shreier (f. introdution de e hapitre) pour une extension
galoisienne nie. Cependant, omme et analogue sera généralisé à toutes les
extensions galtourables (f. Th. 3.2 ), nous omettons ii sa démonstration dans
e as partiulier.
Proposition 2.9. Deux tours galoisiennes d'une même extension galoisienne
nie admettent des ranements galoisiens équivalents.
Remarque 2.10. Dans le as partiulier d'une extension abélienne, ette pro-
position 2.9 permet de retrouver la proposition 2.2 de [13℄ qui fournit en outre
la hauteur des tours de omposition.
3. Premier théorème de dissoiation
Venons-en maintenant, pour les extensions galtourables, à l'analogue galoisien
du théorème de Shreier (f. introdution du présent hapitre). La démonstration
moderne de l'équivalene des ranements de Shreier utilise le lemme de Zassen-
haus ("Buttery lemma"). Nous allons montrer que e sont les parallélogrammes
galoisiens qui jouent, pour les extensions galtourables, le rle du lemme de Zas-
senhaus pour les groupes. Ces parallélogrammes ont de plus l'avantage de rendre
visuel l'esprit de la démonstration. Pour une meilleure lisibilité de elle-i, nous
avons sorti la proposition suivante qui est en fait un lemme tehnique.
Proposition 3.1. Soient L/K une extension galtourable de degré quelonque, et
(T 1) K = T 10 E · · ·E T 1i E T 1i+1 E · · ·E T 1m = L
(T 2) K = T 20 E · · ·E T 2j E T 2j+1 E · · ·E T 2n = L
deux tours galoisiennes de L/K. Alors néessairement :
(1) Pour tous indies i, j, k tels que 0 ≤ i ≤ m− 1 et 0 ≤ k < j ≤ n− 1, on a le
parallélogramme galoisien
[T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2j , T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j , T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j+1, T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2j+1] .
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En partiulier, on a les isomorphismes de restrition
Gal(T 1i+1T
2
k+1 ∩ T 1i T 2j+1/T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j )
∼−→
Gal(T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2j+1/T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2j ) .
(2) Pour tous i, j, k tels que 0 ≤ k < i ≤ m − 1 et 0 ≤ j ≤ n − 1, on a le
parallélogramme
[T 1kT
2
j+1 ∩ T 1i T 2j , T 1k+1T 2j+1 ∩ T 1i T 2j , T 1k+1T 2j+1 ∩ T 1i+1T 2j , T 1kT 2j+1 ∩ T 1i+1T 2j ] .
En partiulier on a les isomorphismes de restrition
Gal(T 1k+1T
2
j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 1k+1T 2j+1 ∩ T 1i T 2j )
∼−→
Gal(T 1kT
2
j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 1kT 2j+1 ∩ T 1i T 2j ) .
Démonstration. (1) De l'extension galoisienne T 1i+1րT 1i , on déduit du orollaire
2.2 du hapitre 2 l'extension galoisienne (T 1i+1T
2
kրT 1i T 2k ). Or
T 1i T
2
k ≤ T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2k+1 ≤ T 1i+1T 2k ;
d'où la sous-extension galoisienne (T 1i+1T
2
kրT 1i+1T 2k ∩T 1i T 2k+1). De même, on a les
impliations
(T 2k+1րT 2k ) ⇒ (T 1i T 2k+1րT 1i T 2k ) ⇒ (T 1i T 2k+1րT 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2k+1) .
Comme T 1i+1T
2
kT
1
i T
2
k+1 = T
1
i+1T
2
k+1, on a don le parallélogramme galoisien
P (i, k) := [T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2k+1 , T 1i T 2k+1 , T 1i+1T 2k+1 , T 1i+1T 2k ] .
Par ailleurs, de l'hypothèse k < j, i.e. k + 1 ≤ j, suit T 2k+1 ≤ T 2j , d'où T 1i T 2k+1 ≤
T 1i T
2
j . Don également
T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2k+1 ≤ T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2j .
Comme T 1i T
2
k+1 ≤ T 1i+1T 2k+1, on en tire aussi
T 1i T
2
k+1 ≤ T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j .
De plus
(T 1i+1T
2
k+1 ∩ T 1i T 2j ) ∩ T 1i+1T 2k = T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2j
( resp. (T 1i+1T
2
k+1 ∩ T 1i T 2j+1) ∩ T 1i+1T 2k = T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2j+1 ).
92 4. PREMIERS THÉORÈMES DE DISSOCIATION
T  T     T  T
i+1 k+1
1 12 2
i j+1
T  T     T  T
i+1 k+1 i j
1 12 2
T  T     T  T
i+1 k i
1 12 2
k+1
T  T     T  T
i+1 k i j+1
1 12 2
1
T  T
i k
2
21
T  T
ki+1
21
i+1 k+1
T  T
T  T     T  T
i+1 k i
1 12 2
j
21
T  T
i k+1
Fig. 17. Parallélogrammes P (i, j, k) et Q(i, j, k)
On déduit alors du orollaire 4.3.(2-1) du hapitre 1 que l'on a le sous-parallélogramme
galoisien de P (i, k) :
P (i, j, k)
=
:[
T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2j , T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j , T 1i+1T 2k+1, T 1i+1T 2k
]
( resp. P (i, j + 1, k)
=
:
[
T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2j+1, T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j+1, T 1i+1T 2k+1, T 1i+1T 2k
]
).
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Prouvons maintenant, par réurrene desendante sur k ∈ {j − 1, . . . , 0} que
l'on a le parallégramme galoisien quotient
Q(i, j, k)
=
:[
T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2j , T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j , T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j+1, T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2j+1
]
.
Rang k = j − 1.
Par le orollaire 2.2 du hapitre 2, on a l'impliation
( (T 2j+1 = T
2
k+2)րT 2k+1) ⇒ (T 1i T 2j+1րT 1i T 2k+1) .
De T 1i+1T
2
k+1րT 1i T 2k+1 suit don par intersetion
(T 1i+1T
2
k+1 ∩ T 1i T 2j+1)ր(T 1i T 2k+1 = T 1i+1T 2k+1 ∩ T 1i T 2j ) .
Par le orollaire 4.3.(2-2) du hapitre 1, appliqué dans le sous-parallélogramme
P (i, j, k), on en déduit alors l'existene du parallélogramme galoisien quotient
Q(i, j, k).
Rang k − 1.
Supposons l'existene du parallélogramme Q(i, j, k) (ave k ≥ 1) et prouvons
elle de Q(i, j, k − 1). De la donnée de Q(i, j, k) suit en partiulier l'extension
galoisienne
(T 1i+1T
2
k ∩ T 1i T 2j+1)ր(T 1i+1T 2k ∩ T 1i T 2j ) .
L'existene de Q(i, j, k − 1) se déduit alors du orollaire 4.3.(2-2) du hapitre 1
appliqué ette fois dans le sous parallélogramme P (i, j, k − 1) de P (i, k − 1).
La réurrene établissant l'existene des parallélogrammes quotients Q(i, j, k)
est don prouvée. On en déduit en partiulier l'isomorphisme annoné.
(2) Il s'agit du (1) mutatis mutandis, par la permutation(
T 1 T 2 i j k m n
T 2 T 1 j i k n m
)
.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l'analogue galoisien suivant au
théorème de Shreier pour les suites normales de groupes ([34, p.124℄, [36℄).
Théorème 3.2. (1er théorème de dissoiation, dit "de Galshreier")
Deux tours galoisiennes d'une même extension galtourable admettent des rane-
ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes.
Sholies. (1) Les extensions galtourables sont ii quelonques, de degré ni ou
inni.
(2) Ces ranements sont néessairement galoisiens en vertu du Fait 1.5.(2) du
hapitre 3.
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Démonstration. Nous allons prouver que les tours galoisiennes (T 1) et (T 2) de
la proposition 3.1 admettent des ranements équivalents. En faisant varier k de
j − 1 à 0 dans le (1) de ette proposition, on a
∀i ∈ {0, . . . , m− 1} ∀j ∈ {1, . . . , n− 1}
Gal(T 1i+1T
2
j ∩ T 1i T 2j+1/T 1i+1T 2j ∩ T 1i T 2j ) = Gal(T 1i+1T 2j ∩ T 1i T 2j+1/T 1i T 2j )
∼−→
Gal(T 1i+1T
2
j−1 ∩ T 1i T 2j+1/T 1i+1T 2j−1 ∩ T 1i T 2j )
∼−→
.
.
.
∼−→
Gal(T 1i+1T
2
0 ∩ T 1i T 2j+1/T 1i+1T 20 ∩ T 1i T 2j ) = Gal(T 1i+1 ∩ T 1i T 2j+1/T 1i+1 ∩ T 1i T 2j ) .
Retenons que pour tous i ∈ {0, . . . , m−1} et j ∈ {1, . . . , n−1}, on a l'isomor-
phisme
isom1(i,j) : Gal(T
1
i+1 ∩ T 1i T 2j+1/T 1i+1 ∩ T 1i T 2j ) ∼−→ Gal(T 1i+1T 2j ∩ T 1i T 2j+1/T 1i T 2j ) .
De même, en faisant varier k de i− 1 à 0 dans le (2) de la proposition 3.1, on a
∀i ∈ {1, . . . , m− 1} ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}
Gal(T 1i T
2
j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 1i T 2j+1 ∩ T 1i T 2j ) = Gal(T 1i T 2j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 1i T 2j )
∼−→
Gal(T 1i−1T
2
j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 1i−1T 2j+1 ∩ T 1i T 2j )
∼−→
.
.
.
∼−→
Gal(T 10 T
2
j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 10 T 2j+1 ∩ T 1i T 2j ) = Gal(T 2j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 2j+1 ∩ T 1i T 2j ) .
Retenons que pour tous i ∈ {1, . . . , m−1} et j ∈ {0, . . . , n−1}, on a l'isomor-
phisme
isom2(i,j) : Gal(T
2
j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 2j+1 ∩ T 1i T 2j ) ∼−→ Gal(T 1i T 2j+1 ∩ T 1i+1T 2j /T 1i T 2j ) .
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D'où l'isomorphisme omposé
isom(i,j) :=


(isom2(i,j))
−1 ◦ isom1(i,j) si (i, j) 6= (0, 0)
isom1(i,j) si i = 0 , j 6= 0
(isom2(i,j))
−1
si i 6= 0 , j = 0
idGal(T 11 ∩T 21 /K) si (i, j) = (0, 0)
Dans tous les as, on a
isom(i,j) : Gal(T
1
i+1∩T 1i T 2j+1/T 1i+1∩T 1i T 2j ) ∼−→ Gal(T 2j+1∩T 1i+1T 2j /T 2j+1∩T 1i T 2j ) .
Remarquons par division eulidienne que, pour tout l ∈ {0, . . . , mn−1}, il existe
un unique ouple (q1l , r
1
l ) ∈ {0, . . . , m−1}×{0, . . . , n−1} et un unique (q2l , r2l ) ∈
{0, . . . , n− 1} × {0, . . . , m− 1} tels que
l = q1l n + r
1
l = q
2
lm+ r
2
l .
Soient maintenant (T ′1) et (T ′2) les deux tours de L/K dénies par les formules
(F)


∀l ∈ {0, . . . , mn− 1} T ′1l := T 1q1l+1 ∩ T
1
q1l
T 2
r1l
;
T ′2l := T
2
q2l+1
∩ T 1
r2l
T 2
q2l
;
T ′1mn := T
1
m ∩ T 1m−1T 2n = L ; T ′2mn := T 2n ∩ T 1mT 2n−1 = L .
Notons que

∀i ∈ {0, . . . , m− 1} T 1i = T 1i+1 ∩ T 1i K = T 1i+1 ∩ T 1i T 20 = T ′1in ;
T 1m = L = T
′1
mn .
La suite d'indies
0 ≤ l10 := 0 < l11 := n < · · · < l1i := in < · · · < l1m−1 := (m−1)n < l1m := mn ≤ mn
est don telle que
∀i ∈ {0, . . . , m} T ′1li = T 1i ;
et
(T ′1) K = T ′10 ≤ T ′11 ≤ · · · ≤ T ′1l ≤ · · · ≤ T ′1mn−1 ≤ · · · ≤ T ′1mn = L
est un ranement de la tour (T 1) de l'énoné au sens de la dénition & onvention
1.1 du hapitre 3. De même, notons que

∀j ∈ {0, . . . , n− 1} T 2j = T 2j+1 ∩KT 2j = T 2j+1 ∩ T 10 T 2j = T ′2jm ;
T 2n = L = T
2
nm .
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La suite d'indies
0 ≤ l20 := 0 < l21 := m < · · · < l2j := jm < · · · < l2n−1 := (n−1)m < l2n := nm ≤ nm
est don telle que
∀j ∈ {0, . . . , n} T ′2lj = T 2j .
Et on vient de montrer que (T ′2) rane (T 2).
Par le (1) (resp. le (2)) de la proposition 3.1 pour j 6= 0 (resp. j = 0), on a la
tour galoisienne
(T ′1) K = T ′10 = T
1
1 ∩ T 10 T 20 ET ′11 = T 11 ∩ T 10 T 21 E · · ·E T ′1n−1 = T 11 ∩ T 10 T 2n−1
ET 11 ∩ T 10 T 2n
=
T 11
=
T ′1n = T
1
2 ∩ T 11 T 20 ET ′1n+1 = T 12 ∩ T 11 T 21 E · · ·E T ′12n−1 = T 12 ∩ T 11 T 2n−1
ET 12 ∩ T 11 T 2n
=
T 12
=
T ′12n = T
1
3 ∩ T 12 T 20 ET ′12n+1 = T 13 ∩ T 12 T 21 E · · ·E T ′13n−1 = T 13 ∩ T 12 T 2n−1
.
.
.
.
.
.
ET 1i ∩ T 1i−1T 2n
=
T 1i
=
T ′1in = T
1
i+1 ∩ T 1i T 20 ET ′1in+1 = T 1i+1 ∩ T 1i T 21 E . . .
· · ·E T ′1(i+1)n−1 = T 1i+1 ∩ T 1i T 2n−1
.
.
.
=
T 1m−1
=
T ′1(m−1)n = T
1
m ∩ T 1m−1T 20 ET ′1(m−1)n+1 = T 1m ∩ T 1m−1T 21 E . . .
· · ·E T ′1mn−1 = T 1m ∩ T 1m−1T 2n−1
ET 1m ∩ T 1m−1T 2n = T ′1mn = L .
3. PREMIER THÉORÈME DE DISSOCIATION 97
De même par le (2) (resp. le (1)) de la proposition 3.1 pour i 6= 0 (resp. i = 0),
on a la tour galoisienne
(T ′2) K = T ′20 = T
2
1 ∩ T 10 T 20 ET ′21 = T 21 ∩ T 11 T 20 E · · ·E T ′2m−1 = T 21 ∩ T 1m−1T 20
ET 21 ∩ T 1mT 20
=
T 21
=
T ′2m = T
2
2 ∩ T 10 T 21 ET ′2m+1 = T 22 ∩ T 11 T 21 E · · ·E T ′22m−1 = T 22 ∩ T 1m−1T 21
ET 22 ∩ T 1mT 21
=
T 22
=
T ′22m = T
2
3 ∩ T 10 T 22 ET ′22m+1 = T 23 ∩ T 11 T 22 E · · ·E T ′23m−1 = T 23 ∩ T 1m−1T 22
.
.
.
.
.
.
ET 2j ∩ T 1mT 2j−1
=
T 2j
=
T ′2jm = T
2
j+1 ∩ T 10 T 2j ET ′2jm+1 = T 2j+1 ∩ T 11 T 2j E . . .
· · ·E T ′2(j+1)m−1 = T 2j+1 ∩ T 1m−1T 2j
.
.
.
=
T 2n−1
=
T ′2(n−1)m = T
2
n ∩ T 10 T 2n−1 ET ′2(n−1)m+1 = T 2n ∩ T 11 T 2n−1 E . . .
· · ·E T ′2nm−1 = T 2n ∩ T 1m−1T 2n−1
ET 2n ∩ T 1mT 2n−1 = T ′2mn = L .
Il reste à montrer que les tours (T ′1) et (T ′2) ainsi onstruites sont équiva-
lentes (f. Déf. 1.1). Elles ont même nombre de marhes mn. Considérons ensuite
l'appliation
σ : {1, . . . , mn} −→ {1, . . . , mn}
l 7−→ σ(l) := r1l−1m+ q1l−1 + 1
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où q1l−1 et r
1
l−1 sont dénis, omme préédemment, par division eulidienne de
l − 1 par n :
l − 1 = q1l−1n + r1l−1 0 ≤ r1l−1 ≤ n− 1 .
En partiulier don, 0 ≤ q1l−1 ≤ m− 1, en sorte que r1l−1m+ q1l−1 est une division
eulidienne par m, e qui assure l'injetivité, don la bijetivité de l'appliation
σ. Autrement dit, σ est un élément du groupe symétrique Smn. Expliitement, σ
est l'identité si m = 1 ou n = 1, et pour m ≥ 2, n ≥ 2 :
σ =
(
1 2 . . . n n+ 1 n + 2 . . . 2n . . . mn
1 m+ 1 . . . (n− 1)m+ 1 2 m+ 2 . . . (n− 1)m+ 2 . . . mn
)
.
Notons tout d'abord queGal(T ′1mn = L/T
′1
mn−1 = T
1
m−1T
2
n−1) = Gal(T
′2
σ(mn)/T
′2
σ(mn)−1)
Fixons-nous un l ∈ {1, . . . , mn− 1} ave toujours
l = q1l n + r
1
l (q
1
l , r
1
l ) ∈ {0, . . . , m− 1} × {0, . . . , n− 1} .
Envisageons deux as.
1er as : r1l = 0.
Néessairement q1l ≥ 1 (sinon l = 0 : absurde). Alors de l− 1 = (q1l − 1)n+ n− 1
suit
q1l−1 = q
1
l − 1, r1l−1 = n− 1 .
d'où
σ(l) = (n− 1)m+ q1l .
On a déjà vu que
∀i ∈ {0, . . . , m− 1} T ′1in = T 1i .
Don, omme T 2n = L,
T ′1l = T
′1
q1l n
= T 1q1l
= T 1q1l
∩ T 1q1l −1T
2
n .
Dès lors, par l'isomorphisme isom(q1l−1,n−1),
Gal(T ′1l /T
′1
l−1) = Gal(T
1
q1l
∩ T 1
q1l−1
T 2n/T
1
q1l
∩ T 1
q1l −1
T 2n−1)
∼−→ Gal(T 2n ∩ T 1q1l T
2
n−1/T
2
n ∩ T 1q1l−1T
2
n−1)
= Gal(T ′2
(n−1)m+q1l
/T ′2
(n−1)m+q1l −1
)
= Gal(T ′2σ(l)/T
′2
σ(l)−1) .
2nd as : r1l ≥ 1.
De l − 1 = q1l n+ r1l − 1 suit alors
q1l−1 = q
1
l , r
1
l−1 = r
1
l − 1 ;
d'où
σ(l) = (r1l − 1)m+ q1l + 1 .
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On en déduit par l'isomorphisme isom(q1l−1,r1l−1) que
Gal(T ′1l /T
′1
l−1) = Gal(T
1
q1l +1
∩ T 1
q1l
T 2
r1l
/T 1
q1l+1
∩ T 1
q1l
T 2
r1l−1
)
∼−→ Gal(T 2
r1l
∩ T 1
q1l+1
T 2
r1l−1
/T 2
r1l
∩ T 1
q1l
T 2
r1l−1
) .
Pour q1l +1 ≤ m− 1, e dernier groupe est, par dénition de la tour (T ′2), égal à
Gal(T ′2(r1l −1)m+q1l +1/T
′2
(r1l−1)m+q1l ) = Gal(T
′2
σ(l)/T
′2
σ(l)−1) .
Enn si q1l + 1 = m, on a σ(l) = r
1
lm, d'où
T 2r1l
∩ T 1q1l +1T
2
r1l −1 = T
2
r1l
∩ LT 2r1l −1 = T
2
r1l
.
Et l'on a déjà noté que T 2
r1l
= T ′2
r1lm
= T ′2σ(l).
Ainsi dans tous les as, on a prouvé que
∀l ∈ {1, . . . , mn} Gal(T ′1l /T ′1l−1) ∼−→ Gal(T ′2σ(l)/T ′2σ(l)−1) ,
i.e. que (T ′2) ∼ (T ′1). Cei ahève la démonstration du 1er théorème de dissoia-
tion. 
Dans le as de tours strites, le théorème 3.2 préédent peut être amélioré en
le suivant :
Corollaire 3.3. Deux tours galoisiennes strites d'une même extension galtou-
rable admettent des ranements qui sont des tours galoisiennes strites équiva-
lentes.
Démonstration. Dans les notations des proposition 3.1 et théorème 3.2, les tours
(T 1) et (T 2), supposées strites, admettent les ranements équivalents (T ′1) et
(T ′2), dont rien ne permet d'armer qu'ils sont strits. La proposition 1.5 nous
montre quant à elle que les tours galoisiennes strites assoiées (T ′1< ) et (T
′2
< ) sont
équivalentes. Or le orollaire 2.4 du hapitre 3 onlut que (T ′1< ) (resp. (T
′2
< )) est
enore un ranement de (T 1) (resp. (T 2)). 
Ce théorème 3.2 admet enore une généralisation aux tours galtourables :
Théorème 3.4. (1er théorème de dissoiation bis)
Deux tours galtourables d'une même extension galtourable admettent des rane-
ments qui sont des tours galoisiennes équivalentes.
Démonstration. Soient L/K une extension galtourable et (E1), (E2) deux tours
galtourables de L/K. Par la proposition 1.9 du hapitre 3, (E1) (resp. (E2))
admet un ranement qui est une tour galoisienne (T 1) (resp. (T 2)). Le théorème
3.2 assure alors que les tours galoisiennes (T 1) et (T 2) de L/K admettent des
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ranements équivalents (T ′1) et (T ′2). Or, par le Fait 1.6 du hapitre 3, (T ′1)
(resp. (T ′2)) est enore un ranement de (E1) (resp. (E2)). 
De même, le théorème préédent admet une version pour les tours strites :
Corollaire 3.5. Deux tours galtourables strites d'une même extension galtou-
rable admettent des ranements qui sont des tours galoisiennes strites équiva-
lentes.
Démonstration. Celle du orollaire 3.3 mutatis mutandis. 
4. Deuxième et troisième théorèmes de dissoiation
Notons la proposition suivante, essentielle pour le théorème général 4.2 à suivre :
Proposition 4.1. Une extension galoisienne innie n'est jamais galsimple.
Démonstration. Soit L/K une extension galoisienne innie. Considérons {Ei}i∈I
l'ensemble des orps intermédiaires entre K et L tels que l'extension quotient
Ei/K soit galoisienne nie :
∀i ∈ I K E Ei ≤ L [Ei : K] <∞ .
On sait [20, p.16, Satz 2.3℄ (ou [21℄) que
L =
⋃
i∈I
Ei .
Si l'on avait Ei = K pour tout i dans I, on aurait don L = K, e qui ontredirait
l'hypothèse [L : K] =∞. Par onséquent
∃i0 ∈ I Ei0 6= K .
De plus
([Ei0 : K] <∞ , [L : K] =∞) ⇒ Ei0 6= L .
Ainsi K ⊳Ei0 < L, et l'extension L/K n'est pas galsimple. 
En général, un groupe n'admet pas de suite de omposition. Les groupes nis en
admettent une, mais e ne sont pas les seuls. Nous avons prouvé que les extensions
de orps, même séparables, n'admettent pas néessairement de tour galoisienne
(Chap. 2, Ex. 1.10.(i) ). Ave la notion d'extension galtourable, le théorème sui-
vant répond à la question de savoir quelles sont exatement les extensions de
orps admettant une tour de omposition galoisienne.
Théorème 4.2. (2ème théorème de dissoiation)
Une extension de orps admet une tour de omposition galoisienne si et seulement
si elle est galtourable nie.
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Sholie. En partiulier, la proposition 2.8 se généralise don aux extensions gal-
tourables.
Démonstration. Soit L/K une extension admettant une tour de omposition ga-
loisienne
(F ) K = F0 ⊳ · · ·⊳ Fi ⊳ · · ·⊳ Fm = L .
Chaune des marhes de (F ) est galsimple en vertu de la proposition 1.3. Par
dénition (Chap. 2, Déf. 1.4), L/K est en partiulier galtourable. Supposons
qu'elle soit de degré inni. De ∞ = [L : K] =
m−1∏
i=0
[Fi+1 : Fi] suit qu'au moins
l'une des marhes est innie :
∃i0 ∈ {0, . . . , m− 1} [Fi0+1 : Fi0] =∞ .
Mais alors Fi0+1/Fi0 est galoisienne innie et galsimple, e qui ontredit la pro-
position 4.1 préédente.
Réiproquement, supposons l'extension L/K galtourable nie non triviale (le
résultat est vrai pour l'extension triviale d'après le Fait 1.2). Soit
(F ) K = F0 E · · ·E Fi E · · ·E Fm = L
une tour galoisienne de L/K. Quitte à prendre sa tour strite assoiée (F<), on
peut supposer que (F ) est une tour strite en vertu du orollaire 2.6 du hapitre
3. L'extension L/K étant de degré ni, il en est de même de haune de ses
marhes Fi+1րFi (i = 0, . . . , m− 1). En tant qu'extensions galoisiennes nies,
elles-i admettent des tours de omposition galoisiennes d'après la proposition
2.8 :
(Ti) Fi = Tji ⊳ · · ·⊳ Tji+1 = Fi+1
où ji < ji+1 puisque (F ) est strite. De même que dans la démonstration de la
proposition 1.9 du hapitre 3, la juxtaposition des tours galoisiennes (Ti) (i =
0, . . . , m− 1) donne la tour galoisienne strite
(T ) K = F0 = Tj0 ⊳ · · ·⊳ Tj1 = F1 ⊳ · · ·⊳ Tjm = Fm = L
de L/K. Chaune des marhes de (T ) est une marhe de l'une des tours (Ti), don
est galsimple (f. Prop. 1.3). Finalement la tour galoisienne (T ) est elle-même de
omposition. 
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l'analogue galoisien au théo-
rème de Jordan-Hölder annoné dans l'introdution du présent hapitre.
Théorème 4.3. (3ème théorème de dissoiation, dit "de Galjordanhölder")
Soit L/K une extension nie galtourable.
(1) Toute tour galoisienne strite de L/K admet un ranement qui est une tour
de omposition galoisienne de L/K.
(2) Deux tours de omposition galoisiennes de L/K sont équivalentes.
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Sholie. Le ranement du (1) est néessairement un ranement galoisien en
vertu du Fait 1.5.(2) du hapitre 3.
Démonstration. (1) D'après le 2ème théorème de dissoiation (Th. 4.2), L/K ad-
met une tour de omposition galoisienne (C). Soit (T ) une tour galoisienne strite
de L/K. D'après le théorème de Galshreier (Th. 3.2), (C) et (T ) admettent des
ranements (C ′) et (T ′) qui sont des tours galoisiennes équivalentes. Ces rane-
ments sont galoisiens (Chap. 3, Fait 1.5.(2)). Comme la tour de omposition (C)
n'admet auun ranement galoisien propre, (C ′) est néessairement un rane-
ment trivial de (C). Or (C) est strite par dénition. C'est don la tour strite
assoiée à (C ′) (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), d'où
(C) = (C ′<) .
Par la proposition 1.5, on en déduit que les tours galoisiennes (C) = (C ′<) et (T
′
<)
sont équivalentes. Comme (C) est de omposition, il résulte alors du orollaire
1.4 que le ranement (T ′<) de (T ) est une tour de omposition galoisienne. De
plus d'après le orollaire 2.8 du hapitre 3, (T ′<) est enore un ranement de (T ).
(2) Dans le (1) préédent, lorsque (T ) est une tour de omposition galoisienne, le
même argument que pour (C) onduit à (T ′<) = (T ). Et nalement (T
′
<) ∼ (C ′<)
signie (T ) ∼ (C). 
Comme le 1er théorème de dissoiation, e théorème 4.3 admet une généralisa-
tion aux tours galtourables.
Théorème 4.4. (3ème théorème de dissoiation bis)
Soit L/K une extension nie galtourable.
(1) Toute tour galtourable strite de L/K admet un ranement qui est une tour
de omposition galoisienne de L/K.
(2) Deux tours de omposition galoisiennes de L/K sont équivalentes.
Démonstration. (1) Soit (E) une tour galtourable strite de L/K. Par la proposi-
tion 2.9 du hapitre 3, elle admet un ranement (T ) qui est une tour galoisienne
strite de L/K. Et d'après le théorème 4.3.(1) préédent, (T ) admet un rane-
ment (C) qui est une tour de omposition galoisienne de L/K. On déduit alors
de la transitivité de la notion de ranement (Chap. 3, Fait 1.6) que (C) est un
ranement de (E).
(2) Identique à elui du 3ème théorème de dissoiation. 
Chapitre 5
ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET
GALSIMPLICITÉ
Ce hapitre 5 est un hapitre de transition, une respiration arithmétique avant
les tours d'élévation qui nous permettrons de dissoier toutes les extensions nies
et pas seulement les galtourables. La setion 1 illustre les théorèmes de Galshreier
et Galjordanhölder du hapitre 4 par une extension galtourable de degré 480 dont
nous donnons deux tours galoisiennes diérentes que l'on rane en deux tours
de omposition galoisiennes équivalentes. La setion 2 fournit, via un résultat
de Selmer-Serre, une lasse innie d'extensions simples (au sens du (1) de la
dénition 1.6 du hapitre 2) mais non galoisiennes. La setion 3 montre, via un
ontre-exemple, que le "Théorème M" du hapitre 6 suivant ne s'étend pas au
as d'une extension innie. Ce ontre-exemple justie la nitude des extensions
du hapitre 7 nal. Enn, la setion 4 donne quelques propriétés des extensions
galsimples non galoisiennes, notamment leur transitivité qui nous sera utile pour
la maximalité des sous-extensions d'intourabilité.
1. Illustrations des théorèmes de Galshreier et
Galjordanhölder par une extension de degré 480
On note génériquement ζn := e
2ipi/n (n ∈ N \ {0}). Dans toute ette setion,
on onsidère les tours
(T 1) K = T 10 := Q < T
1
1 := T
1
0 (i,
4
√
5) < T 12 := T
1
1 (ζ15, Y
1/5, Z1/3) = L
et
(T 2) K = T 20 := Q < T
2
1 := T
2
0 (ζ15) < T
2
2 := T
2
1 (i, Y
1/5) < T 23 = L ,
où l'on désigne par :

−Y 1/5 l'une quelonque des raines inquièmes omplexes de
Y := (2− ζ5)3(2− ζ45)2 ;
−Z1/3 l'une quelonque des raines troisièmes omplexes de
Z := 6−√5 .
Fait 1.1. L'extension Q(ζ5)(Y
1/5)/Q(ζ5) est ylique de degré 5.
Démonstration. Sinon, modulo Q(ζ5)
×5
,
Y = 1 ⇐⇒ 2− ζ45 = 2− ζ5 .
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En partiulier, pour le orps loal C := Q5(ζ5), on a alors
2− ζ45
2− ζ5 ∈ C
×5 .
Prouvons que ei n'est pas, grâe aux méthodes (et notations) de [38℄ et [42℄.
Tout d'abord, 2− ζ45 est une unité prinipale de C :
2− ζ45 ∈ U1C ,
ar pour l'uniformisante 1− ζ5, on a les valuations
ord(1− (2− ζ45)) = ord(ζ45 (1− ζ5)) = 1 .
Comme il en est de même de 2− ζ5, on a don
2− ζ45
2− ζ5 ∈ U
1
C .
Calulons le défaut de ette unité prinipale :
ord(1− 2−ζ45
2−ζ5 ) = ord(−ζ5 + ζ45 ) = ord(ζ45 (1− ζ25 ))
= ord(1− ζ5) + ord(1 + ζ5)
= 1 + ord(2− (1− ζ5))
= 1 ;
on en déduit que
def
(
2− ζ45
2− ζ5
)
= 1 (f. [42℄) .
D'où la onlusion puisque
2− ζ45
2− ζ5 ∈ C
×5 ⇐⇒ def(2− ζ
4
5
2− ζ5 ) = +∞ .

Fait 1.2. (0) La tour (T 2) est galoisienne ;
(1)
4
√
5 /∈ Q(i, ζ3, ζ5) ;
(2) T 11 ∩ T 21 = Q(
√
5) ;
(3) T 11 ∩Q(ζ5) = Q(
√
5) ;
(4) Gal(Q(ζ15)/Q(
√
5))
∼−→ (Z/2Z)2.
Démonstration. (0) La marhe L = T 22 (
4
√
5, Z1/3)/T 22 est le ompositum de deux
extensions kummériennes.
(1) L'extension Q(i, ζ3, ζ5)րQ est ylotomique, don abélienne. Si l'on avait
4
√
5 ∈ Q(i, ζ3, ζ5), l'extension Q( 4
√
5)/Q serait abélienne, omme quotient d'une
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extension abélienne, e qui n'est pas.
(2) D'après [24, p.74, Th.2℄, i /∈ T 21 = Q(ζ15), d'où
[T 21 (i) : T
2
1 ] = 2 .
Par ailleurs
ζ5 + ζ
4
5 =
√
5− 1
2
(expliitement érit dans [14, p.67-68℄ !). Don
Q(
√
5) < Q(ζ5) < T
2
1 = Q(ζ3, ζ5) .
En partiulier,
√
5 ∈ T 21 (i) ; tandis que par le (1), 4
√
5 /∈ T 21 (i). Dès lors,
[T 11 T
2
1 = Q(i, ζ3, ζ5,
4
√
5) : T 21 (i)] = 2 .
On a ainsi la gure
ζ
ζ
1
0
T = Q = T2
0
4 1Q(i ,   5 ) = T1
15
15
4
Q(   5 ) 
2
1
T = Q(    ) 
2
1
T (i) 
11
1 2
T  T = Q(i,     ,  5 ) 
1
T      T
2
1 1
Fig. 18. Parallélogramme [T 11 ∩ T 21 , T 21 , T 11 T 21 , T 11 ]
dans laquelle le quadrilatère (T 11 ∩ T 21 , T 21 , T 11 T 21 , T 11 ) est un parallélogramme ga-
loisien. En eet, l'extension T 11 /T
1
1 ∩ T 21 (resp. T 21 /T 11 ∩ T 21 ) est galoisienne
omme sous-extension de T 11 /Q (resp. T
2
1 /Q ) qui est galoisienne de degré 8
ar T 11 = Q(i,
4
√
5) est le orps de déomposition du polynme X4 − 5 (resp. ar
106 5. ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET GALSIMPLICITÉ
[T 21 = Q(ζ15) : Q] = ϕ(15) = 8 ). Par onséquent :
8 = [T 11 : Q] = [Q(
√
5) : Q][T 11 ∩ T 21 : Q(
√
5)][T 11 : T
1
1 ∩ T 21 ]
= 2[T 11 ∩ T 21 : Q(
√
5)][T 11 T
2
1 : T
2
1 ]
= 2[T 11 ∩ T 21 : Q(
√
5)][T 21 (i) : T
2
1 ][T
1
1 T
2
1 : T
2
1 (i)]
= 8[T 11 ∩ T 21 : Q(
√
5)]
⇔ T 11 ∩ T 21 = Q(
√
5) .
(3) Comme
√
5 ∈ Q(ζ5), on a par le (2)
Q(
√
5) ≤ T 11 ∩Q(ζ5) ≤ T 11 ∩Q(ζ15) = T 11 ∩ T 21 = Q(
√
5) .
(4) Comme T 21 = Q(ζ15), on a le parallélogramme [Q,Q(ζ3), T
2
1 ,Q(ζ5)].
ζ
ζ
ζ
ζ
Q 
15
3
3
5
Q(    ) 
2
1
T = Q(     ) 
Q(  5) 
Q(    ) 
Q(   ,  5 ) 
Fig. 19. Un sous-parallélogramme de [Q,Q(ζ3), T
2
1 ,Q(ζ5)]
D'après le orollaire 4.3.(1-1) du hapitre 1, on a le sous-parallélogramme
[Q(
√
5),Q(ζ3,
√
5), T 21 ,Q(ζ5)]. On en déduit, par sindement de la diagonale (Chap.
1, Prop. 4.1) que
Gal(T 21 /Q(
√
5))
∼−→ Gal(T 21 /Q(ζ3,
√
5))×Gal(T 21 /Q(ζ5)) .
Comme [T 21 : Q(ζ3,
√
5)] = [T 21 : Q(ζ5)] = 2, on a bien le résultat annoné :
Gal(T 21 /Q(
√
5))
∼−→ (Z/2Z)2 .

Nous avons déjà dit que la tour (T 2) est galoisienne ((0) du Fait préédent),
le leteur aura deviné qu'il en est de même de la tour (T 1). Nous le démontrons
maintenant, en utilisant deux fois un puissant outil introduit par Rihard Massy
dans [26℄ sous le nom de "moyenne galoisienne" ("Galois average").
Proposition 1.3. L'extension L = T 12 /T
1
1 est galoisienne, non abélienne, de
degré 60.
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Démonstration. Soient v et w les générateurs de
Gal(T 21 = Q(ζ15)/Q) = Gal(Q(ζ3)/Q)×Gal(Q(ζ5)/Q)
dénis par
v(ζ3) = ζ
2
3 , v(ζ5) = ζ5 ; w(ζ5) = ζ
2
5 , w(ζ3) = ζ3 .
On a
w2(ζ5 + ζ
4
5) = ζ
4
5 + ζ5 =
√
5− 1
2
;
don w2 laisse xe
√
5 et
Gal(T 21 /Q(
√
5)) = {1, v} × {1, w2} .
Or, d'après le (2) du Fait 1.2, on a le parallélogramme galoisien
[Q(
√
5), T 21 , T
1
1 T
2
1 , T
1
1 ] .
En notant v˜ et w˜2 les prolongements respetifs de v et w2 à T 11 T
2
1 , on en déduit
que
Gal(T 11 T
2
1 /T
1
1 ) = {1, v˜} × {1, w˜2} .
Soit η "l'homomorphisme ylotomique" ([26℄) de Gal(T 11 T
2
1 /T
1
1 ) dans le groupe
multipliatif F×5 du orps à inq éléments, déni par
w˜2(ζ5) = ζ
4
5 ⇔ η(w˜2) = 4 ; v˜(ζ5) = ζ5 ⇔ η(v˜) = 1 .
Soient y := 2− ζ5 et y sa lasse dans (T 11 T 21 )×/(T 11 T 21 )×5. La moyenne galoisienne
de T 11 T
2
1 sur T
1
1 pour η en y est par dénition [26, Set. 2℄
gaη
T 11 T
2
1 /T
1
1
(y) = (
∏
γ∈Gal(T 11 T 21 /T 11 )
γ(y)η(γ)
−1
)
4−1
= (y v˜(y) w˜2(y)4 v˜w˜2(y)4)
4−1
= y4 v˜(y)4 w˜2(y) v˜w˜2(y)
= (2− ζ5)4 (2− ζ5)4 (2− ζ45) (2− ζ45 )
= (2− ζ5)3 (2− ζ45 )2 = Y .
D'après [26℄, l'extension T 11 T
2
1 (Y
1/5)/T 11 est galoisienne. On a T
2
1 (Y
1/5)∩T 11 T 21 =
T 21 par primalité des degrés ar [T
1
1 T
2
1 : T
2
1 ] = 4 (f. (2) de la démonstration du
Fait 1.2) et [T 21 (Y
1/5) : T 21 ] ∈ {1, 5}. On en déduit le parallélogramme galoisien
[T 21 , T
1
1 T
2
1 , T
1
1 T
2
1 (Y
1/5), T 21 (Y
1/5)].
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ζ ζ
ζ
ζ5Q(      ) 
2
1
T ( Y   ) 
1
1
T  
1
1
T  
2
1
T ( Y   ) 
5
1 / 5
5
Q(     )(Y   ) 
1 / 5
2
1
T  
1 / 5
2
1
T  
=
  
3
Q(     ,      ) 
Fig. 20. Deux parallélogrammes adjaents
Or d'après le Fait 1.1, on a [Q(ζ5)(Y
1/5) : Q(ζ5)] = 5. A nouveau par primalité
des degrés, on en déduit le parallélogramme
[Q(ζ5), T
2
1 , T
2
1 (Y
1/5),Q(ζ5)(Y
1/5)] .
Par onséquent
5 = [T 21 (Y
1/5) : T 21 ] = [T
1
1 T
2
1 (Y
1/5) : T 11 T
2
1 ] .
On obtient ainsi le degré de l'extension galoisienne T 11 T
2
1 (Y
1/5)/T 11 :
[T 11 T
2
1 (Y
1/5) : T 11 ] = 5[T
1
1 T
2
1 : T
1
1 ] = 20 .
Montrons que l'extension T 12 /T
1
1 est obtenue par une 3-moyenne au dessus de
l'extension T 11 T
2
1 (Y
1/5)/T 11 . Pour l'homomorphisme trivial
1 : G := Gal(T 11 T
2
1 (Y
1/5)/T 11 ) → F×3 ,
γ 7→ 1
on a
ga1
T 11 T
2
1 (Y
1/5)/T 11
(Y
−1/5
) = (
∏
γ∈G
γ(Y
−1/5
))
20−1
= (
∏
γ∈G
γ(Y
−1/5
))
−1
= NT 11 T 21 (Y 1/5)/T 11 (Y
1/5) .
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Notons que T 11 T
2
1 (Y
1/5) = T 11 T
2
2 , et
NT 11 T 22 /T 11 (Y
1/5) = NT 11 T 21 /T 11 (NT 11 T 22 /T 11 T 21 (Y
1/5))
= NT 11 T 21 /T 11 (Y
1/5 ζ5Y
1/5 ζ25Y
1/5 ζ35Y
1/5 ζ45Y
1/5)
= NT 11 T 21 /T 11 (Y )
= Y v˜(Y ) w˜2(Y ) v˜w˜2(Y ) .
Comme v˜(ζ5) = ζ5, on a v˜(Y ) = Y et
ga1
T 11 T
2
2 /T
1
1
(Y
−1/5
) = Y 2 w˜2(Y )2
= (2− ζ5)6 (2− ζ45)4 (2− ζ45)6 (2− ζ5)4
= (2− ζ5) (2− ζ45 )
= 4− 2(ζ5 + ζ45 ) + 1
= 4− (√5− 1) + 1
= 6−√5 .
On en déduit, toujours par [26℄, que l'extension L/T 11 est galoisienne, ar on a :
L = T 12 = T
1
1 (ζ15, Y
1/5, Z1/3) = T 11 T
2
1 (Y
1/5, Z1/3)
= T 11 T
2
1 (Y
1/5)(Z1/3) = T 11 T
2
2 (Z
1/3) .
Elle est de degré
[L : T 11 ] = [T
1
1 T
2
2 (Z
1/3) : T 11 T
2
2 ][T
1
1 T
2
2 : T
1
1 ] = 3× 20 = 60
ar Z = 6−√5 /∈ (T 11 T 22 )×3. En eet sinon on aurait NT 11 T 22 /Q(6−
√
5) ∈ Q×3, e
qui n'est pas, puisque
NT 11 T 22 /Q(6−
√
5) = NQ(
√
5)/Q(NT 11 T 22 /Q(
√
5)(6−
√
5))
= NQ(
√
5)/Q(6−
√
5)80
= 3180 /∈ Q×3 .
Enn L/T 11 est non abélienne, ar soit vˇ un prolongement de v˜ à T
1
1 T
2
2 :
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∋
1
1
T  
2
1
T  
1
T  
2
1
T ( Y   ) 1 / 52
1
21
2
1
1
Gal ( T  T  /  T  )  
1
21
1
T  T  = T 
1
1
v
Fig. 21. Extension galoisienne T 11 T
2
2 /T
1
1
Clairement
vˇ(ζ3) = v˜(ζ3) = ζ
2
3 .
L'homomorphisme ylotomique de Gal(T 11 T
2
2 /T
1
1 ) dans F
×
3 n'est don pas trivial.
Comme Z = 6−√5 est dans l'image de la moyenne galoisienne ga1
T 11 T
2
2 /T
1
1
pour
et homomorphisme trivial, il résulte du [26, Th.1.2.(3.2)℄ que l'extension L/T 11
ne peut être abélienne. 
Corollaire 1.4. L'extension L/Q est de degré 480.
Démonstration. C'est lair puisque
[L : Q] = [L : T 11 ][T
1
1 : Q]
où [L : T 11 ] = 60 (Prop. 1.3) et [T
1
1 : Q] = 8 d'après la démonstration du (2) du
Fait 1.2. 
La proposition suivante illustre le théorème de Galshreier (1er théorème de
dissoiation) pour une extension de degré 480.
Proposition 1.5. On a les tours galoisiennes (strites) équivalentes de L/K
(Chap. 4, Déf. 1.1.(2)) (T ′1) ∼ (T ′2) où
(T ′1) K = Q =: T ′10 ⊳ T
′1
1 := Q(
√
5) ⊳ T ′12 := Q(i,
√
5) ⊳ T ′13 := Q(i,
4
√
5)
⊳ T ′14 := Q(i,
4
√
5, ζ15) ⊳ T
′1
5 := Q(i,
4
√
5, ζ15, Y
1/5) ⊳ T ′16 := T
′1
5 (Z
1/3) = L
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et
(T ′2) K = Q =: T ′20 ⊳ T
′2
1 := Q(
√
5) ⊳ T ′22 := Q(ζ15) ⊳ T
′2
3 := Q(i, ζ15)
⊳ T ′24 := Q(i, ζ15, Y
1/5) ⊳ T ′25 := Q(i,
4
√
5, ζ15, Y
1/5) ⊳ T ′26 := L .
Démonstration. Prouvons qu'elles sont obtenues à partir des tours (T 1) et (T 2)
(f. début de la présente setion) par les formules (F) de la démonstration du 1er
théorème de dissoiation (Chap. 4, Th. 3.2). On a :
Q = T 11 ∩ T 10 T 20 = T 21 ∩ T 10 T 20 ;
Q(
√
5)
1.2.(2)
= T 11 ∩ T 21 = T 11 ∩ T 10 T 21 = T 21 ∩ T 11 T 20 ;
Q(ζ15) = T
2
1 = T
2
2 ∩ T 10 T 21 ;
Q(i,
4
√
5) = T 11 = T
1
2 ∩ T 11 T 20 .
D'après la démonstration de la proposition 1.3, on dispose du parallélogramme
galoisien
[T 21 , T
2
1 (Y
1/5), T 11 T
2
1 (Y
1/5), T 11 T
2
1 ]
dans lequel on peut utiliser le (1-1) du orollaire 4.3 du hapitre 1 : le orps
intermédiaire T 21 (i) induit le sous-parallélogramme
[T 21 (i), T
2
1 (i, Y
1/5), T 11 T
2
1 (Y
1/5), T 11 T
2
1 ] .
1
1
T  
2
1
T ( Y   ) 1 / 5
2
1
T ( Y   ) 
1 / 5
1
1
T  
2
1
T  
2
1
T  
2
1
2
1
T ( i )  
T ( i , Y   ) 
1 / 5
Fig. 22. Sous-parallélogramme [T 21 (i), T
2
1 (i, Y
1/5), T 11 T
2
1 (Y
1/5), T 11 T
2
1 ]
On en déduit en partiulier que
Q(i, ζ15) = T
2
1 (i) = T
2
1 (i, Y
1/5) ∩ T 11 T 21 = T 22 ∩ T 11 T 21 .
Par ailleurs
Q(i,
4
√
5, ζ15) = T
1
1 T
2
1 = T
1
2 ∩ T 11 T 21 ;
Q(i, ζ15, Y
1/5) = T 22 = T
2
3 ∩ T 10 T 22 ;
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Q(i,
4
√
5, ζ15, Y
1/5) = T 11 T
2
2 = T
1
2 ∩ T 11 T 22 = T 23 ∩ T 11 T 22 .
Enn dans le parallélogramme galoisien [T 11 ∩ T 21
1.2.(2)
= Q(
√
5), T 21 , T
1
1T
2
1 , T
1
1 ], on
déduit du (1-1) du orollaire 4.3 du hapitre 1 appliqué au orps intermédiaire
Q(i,
√
5) ≤ T 11 , le sous-parallélogramme
[Q(i,
√
5), T 21 (i), T
1
1 T
2
1 , T
1
1 ] .
En partiulier
Q(i,
√
5) = T 11 ∩ T 21 (i) = T 11 ∩Q(i, ζ15)
= T 11 ∩ (T 22 ∩ T 11 T 21 ) = T 11 ∩ T 22
= T 11 ∩ T 10 T 22

Le orollaire suivant illustre le théorème de Galjordanhölder (3ème théorème de
dissoiation : Chap. 4, Th. 4.3) pour la même extension de degré 480.
Corollaire 1.6. On a les tours de omposition galoisiennes équivalentes de L/K
(T”1) ∼ (T”2) où
(T”1) K = Q =: T”10 ⊳ T”
1
1 := Q(
√
5) ⊳ T”12 := Q(i,
√
5)
⊳ T”13 := Q(i,
4
√
5) ⊳ T”14 := Q(i,
4
√
5, ζ5) ⊳ T”
1
5 := Q(i,
4
√
5, ζ15)
⊳ T”16 := Q(i,
4
√
5, ζ15, Y
1/5) ⊳ T”17 := Q(i,
4
√
5, ζ15, Y
1/5, Z1/3) = L
et
(T”2) K = Q =: T”20 ⊳ T”
2
1 := Q(
√
5) ⊳ T”22 := Q(ζ5)
⊳ T”23 := Q(ζ15) ⊳ T”
2
4 := Q(i, ζ15) ⊳ T”
2
5 := Q(i, ζ15, Y
1/5)
⊳ T”26 := Q(i,
4
√
5, ζ15, Y
1/5) ⊳ T”27 := Q(i,
4
√
5, ζ15, Y
1/5, Z1/3) = L .
Démonstration. La tour (T”1) est un ranement galoisien de la tour galoisienne
(T ′1) de la proposition 1.5 préédente, ave un seul nouveau orps T”14. Par la
proposition 1.7 du hapitre 3, (T”1) est don une tour galoisienne. Puisque L/Q
est de degré 480 (Cor. 1.4), on a néessairement :
[T”17 : T”
1
6] = 3 , [T”
1
6 : T”
1
5] = 5
[T”15 : T”
1
4] = 2 , [T”
1
4 : T”
1
3] = 2
[T”13 : T”
1
2] = 2 , [T”
1
2 : T”
1
1] = 2
[T”11 : T”
1
0] = 2 .
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Toutes les marhes de (T”1) sont don simples (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)) et a
fortiori galsimples (Chap. 2, Prop. 1.8.(1)). On déduit alors de la proposition
1.3 du hapitre 4 que (T”1) est une tour de omposition galoisienne. Par un
raisonnement identique, on établit que (T”2) est aussi une tour de omposition
galoisienne.
Remarquons également que (T”2) est un ranement galoisien de (T ′2) ave un
seul nouveau orps : (T”22). D'après la proposition 1.5, les 1
ère
, 4ème, 5ème, 6ème,
7ème marhes de (T”2) sont équivalentes respetivement aux 1ère, 2ème, 6ème, 3ème,
7ème de (T”1). De plus, on a le parallélogramme galoisien
[Q(
√
5),Q(ζ15),Q(i, ζ15,
4
√
5),Q(i,
4
√
5)]
et la gure suivante :
ζ
ζ
ζ
ζ
4
           Q( i ,       ,   5  ) 5
15
 Q(      ) = T 3
"2
T = Q( i ,    5  ) 4"1
3
Q(   5 ) T "22
15
4T 
"1
4
5
 Q(     ) 
=
 
=
 
T = 
"2
1
           Q( i ,       ,   5  ) = T "15
Fig. 23. Parallélogramme [T”21, T”
2
3, T”
1
5, T”
1
3]
L'extension Q(ζ5)/Q(
√
5) est quadratique, don galoisienne, et par le orollaire
4.3 du hapitre 1 on a les parallélogrammes
[Q(
√
5),Q(ζ5),Q(i, ζ5,
4
√
5),Q(i,
4
√
5)]
et
[Q(ζ5),Q(ζ15),Q(i, ζ15,
4
√
5),Q(i, ζ5,
4
√
5)] .
Don en partiulier
Gal(T”14/T”
1
3)
∼−→ Gal(T”22/T”21)
et
Gal(T”15/T”
1
4)
∼−→ Gal(T”23/T”22) .
Cei ahêve de prouver que les tours de omposition galoisiennes (T”1) et (T”2)
sont équivalentes. 
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2. Exemple d'extensions simples
Nous exhibons ii une lasse infnie d'extensions simples non galoisiennes : elles
de l'exemple 1.10.(iii) du hapitre 2 : l'extension Q(θ)/Q où θn−θ−1 = 0 (n ≥ 3)
est simple mais non galoisienne.
Nous utilisons la propriété lassique suivante des groupes de permutations :
Fait 2.1. Pour tout entier n ≥ 3, le groupe symétrique Sn−1 s'identie au stabi-
lisateur d'un point quelonque dans Sn. Alors, Sn−1 est un sous-groupe maximal
(intransitif) de Sn.
Démonstration. Cf. [12, p.268℄. 
L'argument prinipal de notre démonstration est un résultat de Selmer-Serre
1
:
Proposition 2.2. Pour tout entier n ≥ 2, le polynme
Pn(X) := X
n −X − 1
est irrédutible sur Q, et l'on a
Gal(Ln/Q)
∼−→ Sn
où Ln désigne le orps de déomposition dans C de Pn(X).
Démonstration. Cf. [37℄ pour l'irrédutibilité et [38℄ pour le reste. 
Corollaire 2.3. Pour tout entier n ≥ 3, l'extension Q(θ)/Q où
θn − θ − 1 = 0
est simple et non galoisienne : (Q(θ) /◦տQ).
Démonstration. Ave les notations de la proposition 2.2, soient d'une part R :=
{θ1, . . . , θn} l'ensemble des raines (néessairement distintes) de Pn(X) dans Ln,
et d'autre part En := Q(θn), Hn := Gal(Ln/En). La numérotation des raines de
Pn(X) induit un homomorphisme expliite
ψn : Gal(Ln/Q) → Sn
σ 7→ ψn(σ)
déni par (ψn(σ))(i) = j quand σ(θi) = θj (1 ≤ i, j ≤ n). En vertu de la
proposition 2.2, ψn est un isomorphisme. Il est lair que γ(θn) = θn pour tout
γ ∈ Hn, de sorte que
∀γ ∈ Hn (ψn(γ))(n) = n ,
1
Remeriements au Professeur C.U. Jensen de l'Université de Copenhague qui me le t
onnaître lors d'un ours de D.E.A à Valeniennes en 1999.
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e qui exprime que ψn(Hn) est inlus dans le stabilisateur de n dans Sn, lui même
isomorphe à Sn−1 par le Fait 2.1 :
ψn(Hn) ≤ StabSn(n) = Sn−1 .
Ainsi :
|ψn(Hn)| = |Hn| = [Ln : En] = [Ln : Q]
[En : Q]
=
n!
n
= |Sn−1| ,
d'où l'on déduit que
ψn(Hn) = Sn−1
est un sous-groupe maximal (Fait 2.1) de ψn(Gal(Ln/Q)) = Sn (Prop. 2.2). Par
onséquent, Hn = Gal(Ln/En) est un sous-groupe maximal de Gal(Ln/Q). Il
résulte alors de la bijetion de Galois que En/Q est une extension simple.
Par ailleurs, l'hypothèse n ≥ 3 implique quant à elle que Sn−1 n'est pas normal
dans Sn (par exemple (12)
(1 n) = (2n) /∈ Sn−1) ; don En/Q n'est pas galoisienne.

3. Un ontre-exemple au "Théorème M" pour une extension innie
Nous montrerons au hapitre 6 suivant, via le "Théorème M", que toute ex-
tension nie se dissoie anoniquement en une "extension quotient galtourable
maximale" et une "sous-extension d'intourabilité maximale". Il est alors naturel
de se demander si ette dissoiation admet un analogue dans le as d'une ex-
tension innie. Le ontre-exemple suivant de ette setion, inséré dans le présent
hapitre ar indépendant de e qui suit, nous prouve en partiulier que, dans nos
dénitions, et analogue n'existe pas.
Notations 3.1. Dans toute ette setion, notons (E) la suite innie de orps
emboîtés
(E) E0 EE1 E · · ·E En E En+1 E · · · ≤ E∞
ave 

E0 := Q , x0 := 2 ;
En := Q(xn) = En−1(xn) , xn :=
2n
√
2 (n ∈ N \ {0}) ;
E∞ :=
⋃
n∈N
En .
Sholie. Il ne s'agit pas d'une tour de orps au sens de notre dénition &
onvention 1.1 du hapitre 2 , puisqu'il y a une innité de orps.
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Pour la démonstration du Fait 3.4 à suivre, nous aurons besoin des lemmes
suivants :
Lemme 3.2. Tout orps intermédiaireM entre E0 et E∞ : E0 ≤M ≤ E∞ induit
l'ensemble non-vide
IM := {n ∈ N | xn ∈M} = {n ∈ N | En ≤M} ,
qui est inni si et seulement si M = E∞.
Démonstration. Notons tout d'abord que les deux dénitions de IM oïnident,
puisque xn est un élément primitif de En sur Q pour tout n ∈ N.
Comme x0 = 2, IM ontient toujours 0, et n'est don jamais vide. Soit main-
tenant M un orps intermédiaire tel que IM soit inni. Alors :
∀n ∈ N ∃m ∈ N m ≥ n m ∈ IM ;
i.e.
∀n ∈ N ∃m ≥ n Em ≤M .
Par la roissane de la suite (En)n∈N , on a don
∀n ∈ N ∃m ≥ n En ≤ Em ≤M .
Ainsi
E∞ =
⋃
n∈N
En ≤M ≤ E∞ i.e. E∞ =M .
La réiproque est immédiate puisque IE∞ = N. 
Lemme 3.3. Pour tout orps intermédiaire M entre E0 et E∞ : E0 ≤ M ≤ E∞,
vériant la propriété suivante
∃m ∈ N xm ∈M xm+1 /∈M ,
le polynme minimal de xm+2 sur M est
Irr(xm+2,M,X) = X
4 − xm .
Démonstration. Comme xm ∈ M , Pm(X) := X4−xm ∈M [X ] ; et on a Pm(xm+2) =
0 par dénition des xn. Don Irr(xm+2,M,X) divise
Pm(X) = (X − xm+2)(X + xm+2)(X − i xm+2)(X + i xm+2) .
Par ailleurs, l'extensionM(xm+1)/M est quadratique puisque xm+1 =
√
xm /∈M .
On en déduit que
[M(xm+2) :M ] = 2[M(
√
xm+1) :M(xm+1)] ∈ {2, 4} .
Mais si le polynme minimal de xm+2 sur M était de degré 2, il existerait un
l ∈ {1, 2, 3} tel que
Irr(xm+2,M,X) = (X − xm+2)(X − il xm+2) ;
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et son terme onstant serait il x2m+2 = i
l xm+1 ∈ M . Or ei est imposible pour
l = 2 ar xm+1 /∈M ; et pour l = 1 ou 3 ar M est un orps réel.
Finalement [M(xm+2) :M ] = 4 et Pm(X) = Irr(xm+2,M,X). 
Fait 3.4. L'extension E∞/E0 n'est pas galtourable : E∞ցտE0, et n'admet auune
sous-extension galsimple.
Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que l'extension E∞/E0
soit galtourable, i.e. qu'elle admet une tour galoisienne
(T ) E0 = T0 E · · ·E Tj E · · ·E Tp = E∞ .
Comme E∞/E0 est lairement de degré inni, l'une au moins des marhes de (T )
est innie :
∃j ∈ {0, . . . , p− 1} [Tj+1 : Tj ] =∞.
Notons j le plus grand entier tel que la marhe Tj+1/Tj soit innie :
∀k ∈ {0, . . . , p− 1} k ≥ j + 1 ⇒ [Tk+1 : Tk] <∞ .
Par transitivité du degré, l'extension E∞/Tj+1 est nie, et elle est séparable
puisque nous sommes en aratéristique nulle. On peut don lui appliquer le
théorème de l'élément primitif :
∃x ∈ E∞ E∞ = Tj+1(x) .
Ainsi :
x
x
infinie
finie
finieT j
T j+1
jT (   ) 
T   (   ) j+1 = E 8
Fig. 24. L'extension innie E∞/Tj(x)
d'où il résulte que [E∞ : Tj(x)] =∞. En partiulier Tj(x) est distint de E∞. On
déduit alors du lemme 3.2 que l'ensemble ITj(x) est ni. Notons m son plus grand
élément :
m := max ITj(x) .
118 5. ILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES ET GALSIMPLICITÉ
On a m ∈ ITj(x) et m+ 1 /∈ ITj(x), i.e. xm ∈ Tj(x) et xm+1 /∈ Tj(x). Le lemme 3.3
nous assure alors que
Irr(xm+2, Tj(x), X) = X
4 − xm .
Mais par ailleurs, l'extension E∞/Tj(x) est galoisienne en tant que translatée de
la marhe galoisienne Tj+1րTj de (T ). Comme xm+2 ∈ E∞, toutes les raines du
polynme irrédutible X4 − xm doivent être dans E∞ : absurde, puisque E∞ est
un orps réel tandis que deux des raines de X4−xm sont omplexes non-réelles.Il
est don prouvé que E∞/E0 n'est pas galtourable.
Raisonnons enore une fois par l'absurde en supposant l'existene d'une sous-
extension galsimple E∞ † M de E∞/E0. Par dénition (f. Chap. 2, Déf. 1.6),
E∞/M est non-triviale, et on déduit du lemme 3.2 que IM est ni. Notons m :=
max IM . On a :
xm ∈ M et xm+1 /∈M ;
d'où par le lemme 3.3
Irr(xm+2,M,X) = X
4 − xm .
Cei implique en partiulier que [M(xm+2) :M ] = 4 et l'on a la tour
M ⊳M(xm+1) < M(xm+2) ≤ E∞
qui ontredit la galsimpliité de E∞ † M . 
4. Extensions galsimples non galoisiennes
Nous utiliserons les résultats de ette setion pour mettre en évidene le rle
entral du orps d'intourabilité de toute extension nie.
La proposition suivante, vraie quant à elle pour un degré quelonque, montre
que la galsimpliité passe toujours au quotient.
Proposition 4.1. Toute extension quotient propre d'une extension galsimple est
galsimple non galoisienne. Préisément :
∀(L † K) ∀M K < M < L ⇒ (M † տK) .
Démonstration. La galsimpliité de L/K interdit que l'extension quotient propre
M/K soit galoisienne. Et elle est néessairement galsimple ar s'il existait un
orps F tel que K ⊳ F < M , on en déduirait K ⊳ F < L : ontradition. 
Prouvons maintenant qu'il y a transitivité de la galsimpliité non galoisienne.
Proposition 4.2. Pour toute tour de orps F0 ≤ F1 ≤ F2, le fait que les exten-
sions F1/F0 et F2/F1 soient galsimples non galoisiennes implique qu'il en est de
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même de l'extension F2/F0. Préisément, dans nos notations (f. Chap. 2, Not.
1.9) :
( (F1 † տF0) , (F2 † տF1) ) ⇒ (F2 † տF0) .
Démonstration. On sait déjà que l'extension F2/F0 n'est pas galoisienne, sans
quoi l'on aurait la sous-extension galoisienne F2րF1. Raisonnons par l'absurde
en supposant que l'extension F2/F0 ne soit pas galsimple. Comme elle n'est pas
triviale puisque F1/F0 (et F2/F1) ne l'est pas, ela signie qu'il existe un orps
intermédiaire M tel que
F0 ⊳M < F2 .
En translatant alors l'extension galoisienne MրF0 par l'extension F1/F0, on
obtient l'extension galoisienne MF1/F1, et don
F1 EMF1 ≤ F2 .
Comme l'extension (F2 † տF1) est galsimple non galoisienne, son extension ga-
loisienne quotient (MF1/F1) est néessairement triviale :
MF1 = F1 i.e. M ≤ F1 .
De sorte que l'on a la tour
F0 ⊳M ≤ F1 .
Comme l'extension F1 † F0 est galsimple, on a don M = F1. Et nalement
l'extension (MրF0) = (F1րF0) est galoisienne : ontradition. 
La proposition 4.3 suivante fournit une lasse innie d'extensions galsimples
non galoisiennes immédiatement utilisables ar sur le orps Q des nombres ra-
tionnels. Nous nous en servirons dans les exemples du hapitre 6.
Rappelons d'abord le ritère d'irrédutibilité des polynmes Xn − a que nous
utiliserons également au hapitre 6
Theorem. [23, p.297, Th. 9.1℄
Let K be a eld and n ≥ 2 an integer. Let a ∈ K, a 6= 0. Assume that for all
prime numbers p suh that p|n we have a /∈ Kp, and if 4|n then a /∈ −4K4. Then
Xn − a is irreduible in K[X ].
Proposition 4.3. Soit L = Q(α)/Q une extension radiale où αn = a ∈ Q ave
(1) a positif : a ∈ Q+, et n ≥ 3 impair,
(2) pour tout diviseur d de n : d | n, a /∈ Qd.
Alors l'extension L/Q est galsimple non galoisienne.
Démonstration. D'après le théorème préédent, le polynme Xn − a est irré-
dutible sur Q, d'où Xn − a = Irr(α,Q, L) et [L : Q] = n. Soit alors I un
orps intermédiaire entre Q et L. D'après la proposition de la démonstration de
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l'exemple 1.10 du hapitre 2, il existe néessairement un diviseur δ de n tel que
I = Q(β) ave βδ = a. Raisonnons par l'absurde en supposant que I/Q soit une
extension galoisienne non triviale : IրQ, [I : Q] ≥ 2. Le polynme Xδ − a est
aussi irrédutible sur Q ar
d|δ ⇒ d|n ⇒ a /∈ Qd
et le ritère d'irrédutibilité s'applique. Don Xδ − a = Irr(β,Q, X) et
2 ≤ [I : Q] = δ | n impair.
Or dire que I = Q(a1/δ)/Q est galoisienne implique que µδ ⊆ I.
αL = Q (   ) 
 Q
I = Q (   ) 
       Q (   ) 
β
ζ
δ
Fig. 25. Galsimpliité de Q(a1/n)/Q ontredite
Et on sait que [Q(µδ) : Q] = ϕ(δ) où 2 ≤ δ impair est divisible par un nombre
premier impair p. Il en résulte que l'entier pair p − 1 divise [I : Q] impair :
ontradition. Il est don prouvé que L/Q est galsimple. 
Chapitre 6
THÉORÈME M
Ce hapitre 6 détaille un résultat non publié de Rihard Massy (onfer re-
meriements) que nous sommes onvenus d'appeler le "théorème M" 1(Set. 1).
Ce théorème M est la lef de la généralisation à toutes les extensions nies des
théorèmes de dissoiation préédents pour les extensions galtourables. Il déouvre
qu'à toute extension nie L/K est attahée un invariant unique, son "orps d'in-
tourabilité M(L/K)" qui est un orps intermédiaire au-delà duquel l'extension
n'est plus galtourable. Le rle entral du orps d'intourabilité M(L/K) est mis
en lumière setion 2 : il dissoie l'extension L/K en une extension quotient gal-
tourable maximale M(L/K)րւK et une sous-extension d'intourabilité maximale
L/M(L/K), ou bien triviale, ou bien galsimple non galoisienne. Dans la dernière
setion, nous réalisons tous les orps ylotomiques Q(ζn) omme orps d'intou-
rabilité d'une lasse innie d'extensions L/Q ave L/Q(ζn) galsimple, don non
triviale, et non galoisienne : (L † տQ(ζn)) (f. Chap.2, Not. 1.9).
1. Quatrième théorème de dissoiation
Il s'agit ii d'énoner et de prouver le résultat entral suivant pour généraliser
les théorèmes de dissoiation du hapitre 4, qui se limitaient au as galtourable.
Théorème 1.1. (4ème théorème de dissoiation, dit "Théorème M")
Pour toute extension nie L/K , il existe un orps intermédiaire M et un seul
entre K et L, vériant à la fois les deux propriétés suivantes :
(1) L'extension M/K est galtourable ;
(2) La sous-extension L/M est soit triviale, soit galsimple non galoisienne.
Sholie. Dans nos notations (Chap. 2, Not. 1.9), e théorème M se symbolise
omme suit :
∀L/K [L : K] <∞ , ∃!M K ≤M ≤ L (MրւK , L =M ou (L † տM)) .
Démonstration. Existene. Le théorème est trivial pour L = K ar KրK im-
plique KրւK (Chap.2, Déf.1.4, Sholie (2)). Proédons par réurrene sur n :=
[L : K] ≥ 2 en supposant l'existene d'un orps intermédiaire de l'énoné pour
toute extension de degré ≤ n− 1. Deux as se présentent :
1
plutt que l'ambigu jeu de mots "orps de Massy" !
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- Ou bien L/K est galsimple. Si elle est galoisienne (resp. non galoisienne)M = L
(resp. M = K) onvient.
- Ou bien L/K n'est pas galsimple. Comme elle n'est pas triviale, ela signie
par dénition (Chap. 2, Déf. 1.6.(2)) qu'il existe un orps K1 tel que
K ⊳K1 < L .
En partiulier [L : K1] ≤ n− 1 et l'hypothèse de réurrene s'applique : il existe
un orps M tel que
(MրւK1 , L =M ou (L † տM)) .
Or K1/K est galtourable en tant qu'extension galoisienne, don par le Fait 2.7
du hapitre 2,
(K1րւK , MրւK1) ⇒ (MրւK) ;
et le orps M remplit les onditions de l'énoné.
Uniité. Soit M ′ un autre orps intermédiaire entre K et L satisfaisant les
deux onditions de l'énoné. Comme la translatée d'une extension galtourable
est toujours une extension galtourable (f. Chap. 2, Cor 2.4 ou Th. 2.3), avoir
M/K galtourable implique que l'extension MM ′/M ′ est galtourable.
K 
M M’ 
M’ 
L 
Fig. 26. Translatée de M/K par M ′
Considérons une tour galoisienne (F ) de MM ′/M ′
(F ) M ′ = F0 E · · ·E Fi E · · ·E Fm =MM ′ ,
et sa tour strite assoiée (F<) (qui existe même pour une extension triviale :
f. Chap. 3, remarque. 2.2.(1)). D'après le orollaire 2.6 du hapitre 3, ette tour
strite assoiée (F<) est néessairement galoisienne :
(F<) M
′ = F<0 ⊳ · · ·⊳ F<j ⊳ · · ·⊳ F<h =MM ′ .
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Supposons que l'on ait h ≥ 1 de sorte que
M ′ ⊳ F<1 ≤ MM ′ ≤ L .
En partiulier L 6= M ′, d'où (L † տM ′) par dénition de M ′. Mais alors, on
ne peut avoir M ′ ⊳ F<1 < L par la galsimpliité de L/M ′, ni F<1 = L puisque
L/M ′ n'est pas galoisienne. La seule possibilité est don que h = 0, autrement
dit MM ′ = M ′ i.e. M ≤ M ′. En éhangeant les rles de M et M ′, on prouve de
même que M ′ ≤M , et nalement M =M ′. 
Remarque 1.2. Nous venons de démontrer que toute extension nie se disso-
ie en une extension galtourable et, éventuellement, une extension galsimple. Le
théorème M justie don à lui seul l'introdution de la galtourabilité et de la
galsimpliité.
Dénition 1.3. Dans les notations du théorème M (Th. 1.1) préédent, nous
appelons M =M(L/K) "Le orps d'intourabilité de L/K".
Corollaire 1.4. Une extension nie L/K est galtourable si et seulement si son
orps d'intourabilité oïnide ave son orps sommet. Autrement dit, on a l'équi-
valene
(LրւK) ⇔ M(L/K) = L .
En partiulier, on a toujours l'égalité M(M(L/K)/K) =M(L/K).
Démonstration. Si L/K est galtourable, le orps L lui-même vérie les deux
onditions du théorème 1.1. Par uniité du orps d'intourabilité, on en déduit
M(L/K) = L. Inversement dans e as, L/K est galtourable puisqu'il en est
ainsi de M(L/K)/K par dénition. 
Exemple 1.5. Dans les notations 3.1 du hapitre 5 ;
E0 = Q , E∞ =
⋃
n∈N
Q(
2n
√
2) ,
il n'existe pas de orps intermédiaire entre E0 et E∞ tel que les onditions (1) et
(2) du théorème 1.1 soient vériées.
Démonstration. C'est lair d'après le Fait 3.4 du hapitre 5. 
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2. Le rle entral du orps d'intourabilité
Nous allons prouver que le orps d'intourabilité du théorème M ommande
la galtourabilité (resp. l'intourabilité) des extensions quotients (resp. des sous-
extensions) de toute extension nie en induisant deux maximalités déterminantes.
Proposition & Dénition 2.1. Soient L/K une extension nie et M(L/K)
son orps d'intourabilité (Déf. 1.3).
(1) Pour toute extension quotient galtourable FրւK de L/K : K ≤ F ≤ L, on
a néessairement F ≤M(L/K).
(2) L'extension galtourable M(L/K)րւK est maximale dans l'ensemble des
extensions quotients galtourables de L/K muni de la relation d'ordre du (1) du
lemme 2.3 du hapitre 1.
(3) L'extension M(L/K)րւK est la seule extension quotient de L/K vériant
la maximalité du (2).
Nous appelons M(L/K)րւK "l'extension quotient galtourable maximale de
L/K."
Démonstration. Posons M :=M(L/K).
(1) Soit FրւK une extension quotient galtourable de L/K. D'après le orollaire
2.4 du hapitre 2, l'extension FMրւM est également galtourable. Elle admet ainsi
une tour galoisienne que l'on peut supposer strite (Chap. 3, Cor. 2.6) :
M = F0 ⊳ · · ·⊳ Fn = F M .
Raisonnons par l'absurde en supposant M 6= FM . Dès lors on a n ≥ 1, et en
partiulier M ⊳ F1 ≤ L. L'extension L/M est don non triviale. C'est qu'elle est
galsimple non galoisienne en vertu du théorème M . Or avoir F1 = L ontredit le
fait que L/M est non galoisienne, et avoir F1 6= L ontredit la galsimpliité de
L/M . Cei prouve que néessairement M = FM , i.e. F ≤ M .
(2) Pour toute extension quotient galtourable FրւK, on a F ≤ M d'après le (1)
préédent, e qui signie, par dénition de la relation d'ordre, que
(FրւK) ≤ (MրւK) .
(3) Si (M ′րւK) est une extension quotient galtourable maximale de L/K, on
a M ′ ≤ M d'après le (1), i.e. (M ′րւK) ≤ (MրւK), d'où M ′ = M par la
maximalité de M ′րւK. 
La proposition suivante induira la notion de "tour d'élévation" du hapitre 7
nal.
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Proposition 2.2. Soit L/K une extension nie. Pour tout orps intermédiaire
F : K ≤ F ≤ L, le orps d'intourabilité de l'extension quotient F/K est inlus
dans elui de l'extension L/K. Préisément :
M(F/K) ≤ F ∩ M(L/K) .
Démonstration. L'extension M(F/K)րւK est galtourable (Th. 1.1). D'après le
(1) de la proposition & dénition 2.1, on a don néessairement
M(F/K) ≤ M(L/K) .
K 
M(F/K) 
F M(L/K) 
L 
Fig. 27. Corps d'intourabilité d'une extension quotient

Proposition & Dénition 2.3. Soient L/K une extension nie et M(L/K)
son orps d'intourabilité (Déf. 1.3).
(0) Nous appelons "sous-extension d'intourabilité de L/K" toute sous-extension
L/F , K ≤ F ≤ L, ou bien triviale : L = F , ou bien galsimple non galoisienne :
(L † տF ).
(1) Pour toute sous-extension d'intourabilité L/F de L/K, on a néessairement
M(L/K) ≤ F .
(2) L'extension (L/M(L/K)) est maximale dans l'ensemble des sous-extensions
d'intourabilité de L/K muni de la relation d'ordre du (1) du lemme 2.3 du ha-
pitre 1.
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(3) L'extension (L/M(L/K)) est la seule sous-extension d'intourabilité de L/K
vériant la maximalité du (2).
Nous appelons (L/M(L/K)) "la sous-extension d'intourabilité maximale de
L/K".
Démonstration. (1) Soit L/F une sous-extension d'intourabilité de L/K. Quand
F = L, le résultat est trivial. Supposons F 6= L. D'après le (0), 'est don que
L/F est une extension galsimple non galoisienne : (L † տF ). Distinguons alors
deux as.
- Si F est égal au orps d'intourabilité de F/K, on déduit du théorème M (Th.
1.1) dans L/K que
((F =M(F/K)րւK) , (L † տF )) ⇒ F =M(L/K) ,
et l'on a le résultat voulu.
- Si F 6=M(F/K), on a l'extension galsimple non galoisienne (F † տM(F/K)),
et par la proposition 4.2 du hapitre 5 :
((F † տM(F/K)) , (L † տF )) ⇒ (L † տM(F/K)) .
On en déduit, une fois enore par le théorème M , que
((M(F/K)րւK) , (L † տM(F/K))) ⇒ M(L/K) =M(F/K) ≤ F .
(2) Soit L/F une sous-extension d'intourabilité de L/K. D'après le (1), on a
M(L/K) ≤ F , e qui signie (L/F ) ≤ (L/M(L/K)).
(3) Si L/M ′ est une sous-extension d'intourabilité maximale de L/K, on déduit
du (1) que M(L/K) ≤M ′, i.e. (L/M ′) ≤ (L/M(L/K)), d'oùM ′ =M(L/K) par
la maximalité de L/M ′. 
Dénition 2.4. Soient L/K une extension nie et M(L/K) son orps d'intou-
rabilité.
(1) Nous appelons "degré de galtourabilité de L/K", et nous notons [L : K]gal, le
degré de l'extension quotient galtourable maximale de L/K (Prop. & Déf. 2.1) :
[L : K]gal := [M(L/K) : K] .
(2) Nous appelons "degré d'intourabilité de L/K", et nous notons [L : K]int, le
degré de la sous-extension d'intourabilité maximale de L/K (Prop. & Déf. 2.3) :
[L : K]int := [L :M(L/K)] .
(3) Nous appelons "degré de tourabilité de L/K", et nous notons [L : K]tour, le
ouple d'entiers formé par le degré de galtourabilité et le degré d'intourabilité de
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L/K :
[L : K]tour := ([L : K]gal, [L : K]int) .
3. Exemples de orps d'intourabilité
Nous avons déjà exhibé une lasse innie d'extensions simples non galoisiennes
Q(θ)/Q où n ≥ 3 et θn − θ − 1 = 0 (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)). Cei prouve en
partiulier que :
Proposition 3.1. Tout entier naturel distint de 0 et 2 est un degré d'intoura-
bilité (Déf. 2.4.(2)).
Sholie. Une extension quadratique étant néessairement galoisienne, 2 est exlu.
Cependant, le orps d'intourabilité des extensions induites par les polynmes
θn−θ−1 = 0 est toujours égal à Q. Dans ette setion, nous exhibons une lasse
innie d'extensions nies où les extensions quotients galtourables maximales, ainsi
que les sous-extensions d'intourabilité maximales, sont non triviales.
Nous utiliserons le Fait élémentaire suivant, dans lequel une raine primitive
νème de l'unité est notée génériquement ζν (ν ∈ N \ {0}).
Fait 3.2. Pour tout ouple d'entiers (m,n) premiers entre eux, on a le parallé-
logramme galoisien ylotomique
[Q,Q(ζm),Q(ζmn),Q(ζn)] .
Démonstration. Érivons m = pe11 . . . p
er
r et n = q
f1
1 . . . q
fs
s où les pi et les qj sont
deux à deux étrangers. La déomposition en fateurs premier de mn est don
mn = pe11 . . . p
er
r q
f1
1 . . . q
fs
s , et d'après [24, p.74, Th.2℄
Q(ζmn) = Q(ζpe11 ) . . .Q(ζp
er
r
)Q(ζ
q
f1
1
) . . .Q(ζqfss )
= Q(ζm)Q(ζn) .
De plus
Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q ([41, p.11℄ ou [24, p.75℄) .
D'où la onlusion. 
Lemme 3.3. Soient deux entiers d et n tels que
d ≥ 2 , 4 ∤ d , n ≥ 1 , pgcd(d, n) = 1 .
Notons En := Q(ζn) le n
ème
orps ylotomique sur Q. Pour tout nombre premier
l ∈ N ne divisant pas n et tout ρ ∈ C tel que ρd = l, le polynme minimal de ρ
sur En est X
d − l et En(ρ)/En est de degré d :
Irr(ρ, En, X) = X
d − l , [En(ρ) : En] = d .
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Démonstration. Soit q l'un quelonque des nombres premiers divisant d (≥ 2).
Raisonnons par l'absurde en supposant que l ∈ Eqn, i.e. l = eqn ave en ∈ En. A
fortiori pour les idéaux engendrés dans l'anneau Z[ζn] des entiers de En
lZ[ζn] = (en Z[ζn])
q ,
de sorte que, pour tout idéal premier P de Z[ζn]
ordP(lZ[ζn]) = q ordP(en Z[ζn]) ,
d'où ordP(en Z[ζn]) ≥ 0. L'idéal en Z[ζn] est don entier, et se déompose en
idéaux premiers dans l'anneau de Dedekind Z[ζn]
en Z[ζn] = P
v1
1 . . . P
vr
r , vi > 0 (i = 1, . . . , r) .
On en déduit
lZ[ζn] = P
q v1
1 . . . P
q vr
r , vi > 0 (i = 1, . . . , r)
ave q ≥ 2. Cei exprime que lZ se ramie dans En. D'après [24, p.74, Th.
2℄, ei implique l | n : ontradition. C'est don que, pour tout q divisant d,
l /∈ Eqn. Comme 4 ∤ d, on déduit alors du ritère d'irrédutibilité rappelé avant
la proposition 4.3 du hapitre 5 que Xd − l est irrédutible dans En[X ]. D'où la
onlusion. 
Remarque 3.4. Une autre démonstration du Lemme 3.3 est d'utiliser la galsim-
pliité de Q(ρ)/Q (f. Chap. 5, Prop. 4.3).
On en déduit le
Fait 3.5. Dans les notations du lemme 3.3, supposons de plus que d soit impair.
Pour tout entier δ 6= d divisant d : δ | d, on a
µp ∩ En(ρδ) = 1
quel que soit le nombre premier p divisant d
δ
: p | d
δ
. En partiulier, pour tout entier
δ′, multiple de δ, distint de δ et divisant d : δ′ | d, l'extension (En(ρδ)/En(ρδ′))
n'est pas galoisienne.
Démonstration. Prouvons d'abord le résultat pour δ = 1. Raisonnons par l'ab-
surde en supposant que µp ∩ En(ρ) 6= 1 . Comme pgcd(d, n) = 1 (f. lemme 3.3),
p ne divise pas n, et par le Fait 3.2, on a le parallélogramme galoisien
[Q,Q(ζn),Q(ζpn),Q(ζp)] (f. FIG. 28) .
Or [En(ρ) : En] = d par lemme 3.3 préédent tandis que
[Q(ζpn) : En] = [Q(ζp) : Q] = p− 1 .
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Fig. 28. Parallélogramme [Q,Q(ζn),Q(ζpn),Q(ζp)]
Mais alors p−1 pair divise d impair : absurde. Cei prouve l'égalité µp ∩ En(ρ) =
1 . Soit maintenant δ′ un entier diérent de 1 divisant d : 1 6= δ′ | d. Appliquons
le lemme 3.3 à
d
δ′
et ρδ
′
: omme (ρδ
′
)
d
δ′ = ρd = l, on a
[En(ρ
δ′) : En] =
d
δ′
.
On déduit alors de [En(ρ
δ) : En] = d, que
[En(ρ) : En(ρ
δ′)] = δ′ .
Il en résulte que le polynme minimal de ρ sur En(ρ
δ′) est :
Irr(ρ, En(ρ
δ′), X) = Xδ
′ − ρδ′ =
δ′−1∏
j=0
(X − ζjδ′ ρ) .
Avoir En(ρ
δ)/En(ρ
δ′) galoisienne impliquerait don que ζδ′ ∈ En(ρδ), et a fortiori
que ζp ∈ En(ρδ) pour tout nombre premier p divisant δ′ 6= 1 : ontradition
d'après e qui préède puisque par dénition δ′ divise d. Il est don prouvé que
En(ρ
δ)տEn(ρδ′) pour le as δ = 1.
Soit enn δ un entier diérent de d divisant d : d 6= δ | d. Posons
P := ρδ , r :=
d
δ
, δ” :=
δ′
δ
.
Clairement
P r = ρd = l , P δ” = ρδ
′
.
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De plus δ′ 6= δ i.e. δ” 6= 1 et δ” divise r ar δ′ divise d. On peut don appliquer
le résultat préédent pour δ = 1 ave la substitution(
d ρ δ′
r P δ”
)
qui nous dit que l'extension
(En(P )/En(P
δ”)) = (En(ρ
δ)/En(ρ
δ′))
n'est pas galoisienne. 
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le
Théorème 3.6. Pour tous entiers : d ≥ 3 impair et n ≥ 1, tels que l'on ait
pgcd(d, n) = 1, le ouple (ϕ(n), d) (où ϕ désigne l'indiateur d'Euler) est un
degré de tourabilité (Déf. 2.4).
Sholie . Cet énoné sera amélioré au théorème 3.8 (f. infra).
Démonstration. Comme dans le Fait 3.5, on se plae dans les notations du lemme
3.3. Déomposons d en produit de nombres premiers pi non néessairement dis-
tints : d =
k∏
i=0
pi , et posons
∀m ∈ {1, . . . , k + 1} δm := d/(
m−1∏
j=0
pj) , Lm := En(ρ
δm) .
Prouvons, par réurrene nie sur m, que pour tout entier dans {1, . . . , k + 1}
l'extension Lm/En est galsimple non galoisienne :
∀m ∈ {1, . . . , k + 1} (Lm † տEn) .
Pour m = 1, on déduit diretement du Fait 3.5 appliqué ave δ′ = d que l'exten-
sion L1 := En(ρ
δ1)/En n'est pas galoisienne. De plus, omme (ρ
δ1)p0 = ρd = l, on
sait par le lemme 3.3 que
[L1 : En] = p0 ,
de sorte que L1/En est une extension simple (Chap. 2, Ex. 1.10.(iii)), don gal-
simple. Supposons maintenant le résultat vrai pourm ∈ {1, . . . , k} et démontrons
le pour m+ 1. Par dénition
δm = pm δm+1 .
D'autre part, en vertu du lemme 3.3 à nouveau
[Lm = En(ρ
δm) : En] =
d
δm
.
On en déduit
[Lm+1 : En] = pm
d
δm
,
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et
[Lm+1 : Lm] = pm .
Cei prouve que l'extension Lm+1/Lm est simple, don galsimple. Et d'après le
Fait 3.5, elle est non galoisienne :
Lm+1 = En(ρ
δm+1)տEn(ρδm) = Lm .
De plus, par l'hypothèse de réurrene, on a (Lm † տEn). D'après la proposition
4.2 du hapitre 5, on en déduit l'extension galsimple non galoisienne (Lm+1 † տEn).
Cei ahève le raisonnement par réurrene.
En partiulier pour m = k + 1, on a prouvé que l'extension (En(ρ)/En) est
galsimple non galoisienne. Finalement, omme l'extension En = Q(ζn)/Q est
galoisienne, don galtourable, il résulte du théorème M (Th. 1.1) que l'extension
(En(ρ)/En) est de degré de tourabilité (ϕ(n), d). 
Pour généraliser le théorème 3.6 préédent, rappelons que
Proposition 3.7. [8, AVII.61, 5)℄
Soit G un groupe ommutatif ni. Pour tout entier q diviseur de l'ordre de G :
q
∣∣ |G |, il existe un sous-groupe de G d'ordre q.
Théorème 3.8. Pour tous entiers : d ≥ 3 impair et n ≥ 1, tels que l'on ait
pgcd(d, n) = 1, le ouple (n, d) est un degré de tourabilité.
Démonstration. Comme pgcd(d, n2) = 1, on sait par le théorème 3.6 que le ouple
(ϕ(n2), d) est un degré de tourabilité. Préisément, le orps ylotomique En2 =
Q(ζn2) est le orps d'intourabilité de l'extension (En2(ρ)/Q) où ρ
d = l est un
nombre premier ne divisant pas n (lemme 3.3). Retenons en partiulier que
(En2(ρ) † տEn2) , [En2(ρ) : En2 ] = d .
Par ailleurs, il résulte diretement de la formule expliitant l'indiateur d'Euler
que n divise ϕ(n2). Appliquons la proposition 3.7 au groupe abélien Gal(En2/Q) :
omme n divise son ordre ϕ(n2), il existe un sous-groupe H d'ordre ϕ(n2)/n :
|Gal(En2/Q) |= ϕ(n
2)
n
n = |H | n .
Considérons alors le orps des invariants dans En2 de H : Fn := E
H
n2 . Par le
théorème d'Artin, Gal(En2/Fn) = H , d'où
[Fn : Q] =
[En2 : Q]
[En2 : Fn]
=
n | H |
| H | = n ;
et l'extension Fn/Q est galtourable (puisqu'elle est abélienne !). En adjoignant
ρ à Fn, nous allons prouver que l'extension Fn(ρ)/Q est de degré de tourabilité
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égal à (n, d). En translatant l'extension galoisienne En2րFn par Fn(ρ)/Fn , nous
obtenons l'extension galoisienne En2(ρ)րFn(ρ) ave
Gal(En2(ρ)/Fn(ρ))
∼−→ Gal(En2/(Fn(ρ) ∩ En2))
(f. Chap. 2, Th. 2.1). On en déduit en partiulier l'inégalité
[En2(ρ) : Fn(ρ)] ≤ [En2 : Fn] .
ρ
ρH
n
d
 Q 
2
nE  (    ) 
 F 
 E 
n
n
2
nF  (    ) 
Fig. 29. (n, d) degré de tourabilité
Or
[En2(ρ) : En2 ][En2 : Fn] = [En2(ρ) : Fn] = [En2(ρ) : Fn(ρ)][Fn(ρ) : Fn] .
L'inégalité préédente oblige don à avoir
[En2(ρ) : En2 ] ≤ [Fn(ρ) : Fn] .
Mais ρ annule le polynme Xd − l ∈ Fn[X ] ; don [Fn(ρ) : Fn] ≤ d. Comme on a
rappelé que [En2(ρ) : En2 ] = d, ei prouve que
[Fn(ρ) : Fn] = d .
Par ailleurs,
[En2(ρ) : Fn(ρ)] =
[En2(ρ) : Fn]
[Fn(ρ) : Fn]
=
[En2(ρ) : Fn]
d
=
[En2(ρ) : Fn]
[En2(ρ) : En2 ]
= [En2 : Fn] .
Mais aussi
[En2(ρ) : Fn(ρ)] = [En2 : Fn(ρ) ∩ En2 ] .
Il en résulte don que
Fn(ρ) ∩ En2 = Fn .
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Montrons maintenant que l'extension Fn(ρ)/Fn est galsimple. Supposons qu'il
existe un orps intermédiaire N galoisien sur Fn :
Fn EN ≤ Fn(ρ) .
En translatant l'extension galoisienne NրFn par En2/Fn, on obtient l'extension
galoisienne N En2րEn2 qui est un quotient de l'extension galsimple non galoi-
sienne (En2(ρ) † տEn2) (f. supra). Par onséquent
En2 EN En2 ≤ En2(ρ) ⇒


N En2 = En2(ρ)
ou
En2 = N En2
.
Mais on ne peut avoir N En2 = En2(ρ) puisque En2(ρ) n'est pas galoisien sur En2 .
C'est don que En2 = N En2 , i.e. N ≤ En2 . Ainsi
Fn ≤ N = N ∩ En2 ≤ Fn(ρ) ∩ En2 = Fn ,
d'où N = Fn, e qui établit la galsimpliité de Fn(ρ)/Fn. De plus, si Fn(ρ)/Fn
était galoisienne, il en serait de même, par translation ave En2/Fn, de l'extension
En2(ρ)տEn2 : ontradition. Finalement, Fn(ρ)/Fn est galsimple non galoisienne :
(Fn(ρ) † տFn), e qui prouve que l'extension Fn(ρ)/Q est degré de tourabilité
(n, d). 

Chapitre 7
TOURS D'ÉLÉVATION ET
DISSOCIATION DES EXTENSIONS FINIES
Grâe au théorème M , détaillé au hapitre préédent, nous sommes en mesure
de généraliser aux extensions nies quelonques les analogues aux théorèmes de
Shreier et de Jordan-Hölder du hapitre 4 pour les extensions galtourables. Nous
allons voir, grâe à la notion de tour d'élévation, que des dénitions tout à fait
anoniques onduisent à des énonés très similaires, bien que leurs démonstrations
soient diérentes.
1. Tours d'élévation
Théorème & Dénition 1.1. (dit "de la tour d'élévation
1
")
Soit L/K une extension nie quelonque. Toute tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fi ≤ · · · ≤ Fm = L
de L/K induit une tour galtourable (f. Chap. 2, Déf. 1.5) onstituée des orps
d'intourabilité (Chap. 6, Déf. 1.3) sur K de haun des orps de (F ) :
(M) K =M0 :=M(F0/K) ≶M1 :=M(F1/K) ≶ · · · ≶Mi :=M(Fi/K) ≶ . . .
· · · ≶Mm :=M(Fm/K) =M(L/K) .
Nous appelons la tour (M) "la tour d'élévation de M(L/K)/K assoiée à la
tour (F )", et la notons
(M) = (E l[M(L/K)րւK, (F )]) .
Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d'élévation de M(L/K)" si et
seulement s'il existe une tour (F ) de L/K telle que (E) = (E l[M(L/K)րւK, (F )]).
Démonstration. D'après la proposition 2.2 du hapitre 6, on a
M(Fi−1/K) ≤ Fi−1 ∩M(Fi/K) (i = 1, . . . , m)
et don Mi−1 ≤ Mi (i = 1, . . . , m). Or les extensions Mi/K étant galtourables,
il en est de même des sous-extensions Mi/Mi−1 (i = 1, . . . , m) en vertu de la
proposition 2.9 du hapitre 2. D'où la onlusion. 
1
Le ditionnaire Le Robert donne la dénition suivante : Élévation. ⋄ Géom. Projetion
sur un plan vertial parallélement à une des faes de l'objet. On peut onsidérer que 'est e
qu'évoque la gure 30.
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Fig. 30. Tour d'élévation de M(L/K) assoiée à (F )
Nous voulons ensuite introduire, à partir de la dénition préédente, les tours
d'élévation de l'extension L/K elle-même, et plus seulement de son extension
quotient galtourable maximale M(L/K)րւK. On sait, par le théorème M , que
la sous-extension L/M(L/K) peut être ou bien triviale, ou bien galsimple non
galoisienne. Cette alternative pose une diulté : rajouter systématiquement le
orps L à une tour de M(L/K)րւK, 'est le répéter lorsque l'extension L/K est
galtourable. Or une telle répétition rend impossible l'obtention de tours strites,
et par suite de tours de omposition. Nous évitons et éueil par la dénition
suivante
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Dénition 1.2. Soient L/K une extension et M un orps intermédiaire entre K
et L : K ≤M ≤ L. Soit de plus
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em =M
une tour deM/K. Nous appelons "tour de L/K induite par (E)", et nous notons
((E) 99K L)
la tour de L/K dénie de la façon suivante
((E) 99K L) :=
{
(E) si M = L
K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Em =M < L si M 6= L .
Dénition 1.3. Soient L/K une extension nie et
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fm = L
une tour quelonque de L/K.
Nous appelons "tour d'élévation de L/K assoiée à (F )", et nous notons
(E l[L/K, (F )]), la tour de L/K induite par la tour d'élévation assoiée à (F )
de l'extension quotient galtourable maximale de L/K :
(E l[L/K, (F )]) := ((E l[M(L/K)րւK, (F )]) 99K L) .
Nous disons en abrégé que "(E) est une tour d'élévation de L/K", si et seule-
ment s'il existe une tour (F ) de L/K telle que (E) = (E l[L/K, (F )]).
Remarque 1.4. Les dénitions 1.1 et 1.3 oïnident lorsque l'extension L/K est
galtourable. En partiulier, il résulte du Th. & Déf. 1.1 que toute tour d'élévation
d'une extension L/K galtourable est galtourable.
Tirons des dénitions préédentes les résultats direts suivants
Fait 1.5. Dans les notations de la dénition 1.2, on a l'équivalene
(E) strite ⇐⇒ ((E) 99K L) strite.
Démonstration. Le résultat est évident si M = L. Si M 6= L, il est immédiat
puisque la dernière marhe de ((E) 99K L) est toujours non triviale. 
Proposition 1.6. Soit L/K une extension (galtourable) nie. Pour toute tour
galtourable (T ) de L/K, la tour d'élévation de L/K assoiée à (T ) est égale à
(T ) :
(E l[L/K, (T )]) = (T ) .
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Démonstration. Notons
(T ) K = T0 ≶ T1 ≶ · · · ≶ Ti ≶ · · · ≶ Tm = L
une tour galtourable de L/K. Considérons les tours ratio (Chap. 3, Déf. 3.1.(2))
(Tr) K = T0 ≶ T1 ≶ · · · ≶ Tr (r = 0, . . . , m)
Ce sont des tours galtourables. D'après le orollaire 1.10 du hapitre 3, les ex-
tensions Tr/K (r = 0, . . . , m) sont don galtourables. Et l'on déduit du orollaire
1.4 du hapitre 6 que
∀r ∈ {0, . . . , m} M(Tr/K) = Tr .
D'où la onlusion. 
Lemme 1.7. Soient L/K une extension quelonque et M un orps intermédiaire
entre K et L : K ≤M ≤ L. Pour tout entier r et toute tour
(F ) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fr =M
de M/K, on a l'égalité
(ratr((F ) 99K L)) = (F )
où (ratr((F ) 99K L)) désigne la tour ratio à l'indie r (f. Chap. 3, Déf. 3.1.(2))
de la tour de L/K induite par (F ) (Déf. 1.2).
Démonstration. - Si M = L, ((F ) 99K L) = (F ) et (ratr(F ) = (F )) (f. Chap. 3,
Fait 3.2).
- Si M 6= L, i.e. M < L, on a
((F ) 99K L) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fr =M < L .
Il en déoule, par dénition d'une tour ratio, que
(ratr((F ) 99K L)) K = F0 ≤ F1 ≤ · · · ≤ Fr =M
i.e. (ratr((F ) 99K L)) = (F ). 
Le lemme préédent nous permet d'énoner la proposition suivante, dont l'in-
térêt est de faire passer d'une tour de M(L/K)րւK à une tour de L/K.
Proposition 1.8. Soient L/K une extension nie et M(L/K) son orps d'in-
tourabilité (Chap. 6, Déf. 1.3). Pour toute tour
(E) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ei ≤ · · · ≤ Em−1 ≤ Em =M(L/K)
de l'extension quotient galtourable maximale de L/K, on a
(E) = (ratm((E) 99K L))
et
(E l[M(L/K)րւK, (infL(E))]) = (E l[M(L/K)րւK, (E)])
où (infL(E)) désigne la tour inatée à L de (E) (f. Chap. 3, Déf. 3.1.(3)).
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Démonstration. La première égalité est immédiate en vertu du lemme 1.7. Et par
dénition d'une tour inatée
(infL(E)) K = E0 ≤ E1 ≤ · · · ≤ Ei ≤ · · · ≤ Em−1 ≤ L .
Par appliation direte du Th. & Déf. 1.1, on en déduit la tour d'élévation de
M(L/K)րւK :
(E l[M(L/K)րւK, (infL(E))]) K =M(E0/K) ≶M(E1/K) ≶ . . .
· · · ≶ M(Em−1/K) ≶M(L/K) .
D'autre part, on a vu au orollaire 1.4 du hapitre 6 que
M(M(L/K)/K) =M(L/K) .
Pour obtenir l'égalité des tours d'élévation de l'énoné, il sut alors d'appliquer
à nouveau le Th. & Déf. 1.1 à la tour (E). 
Proposition 1.9. Soient L/K une extension nie quelonque et
(E) K = E0 ≤ · · · ≤ Ej ≤ · · · ≤ En = L
une tour de L/K. On a l'équivalene :
(E) est une tour d'élévation de L/K si et seulement si (E) est induite par une
tour galtourable de M(L/K)րւK.
Démonstration. Supposons que (E) soit une tour d'élévation de L/K. Par la
dénition 1.3, elle est induite par une tour (M) d'élévation de M(L/K)րւK ;
autrement dit il existe une tour (F ) de L/K telle que (M) soit la tour d'élévation
de M(L/K)րւK assoiée à (F ). Et l'on a vu au Th. & Déf. 1.1 que (M) est une
tour galtourable.
Inversement, supposons que (E) soit induite par une tour galtourable (T ) de
M(L/K)րւK : (E) = ((T ) 99K L). D'après la proposition 1.6
(T ) = (E l[M(L/K)րւK, (T )]) ,
et par la proposition 1.8
(E l[M(L/K)րւK, (T )]) = (E l[M(L/K)րւK, (infL(T ))]) .
Finalement
(E) = (E l[M(L/K)րւK, (infL(T ))]) 99K L)
= (E l[L/K, (infL(T ))])
(f. Déf. 1.3). 
Prouvons enn le résultat suivant.
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Proposition 1.10. Soient L/K une extension nie, et (F ) une tour strite de
L/K telle que la tour d'élévation (E l[L/K, (F )]) de L/K assoiée à (F ) soit une
tour strite. Alors, tout ranement galoisien strit de (E l[L/K, (F )]) est enore
une tour d'élévation de L/K.
Démonstration. Distinguons deux as.
(1) M(L/K) = L. Il résulte diretement des dénitions 1.3 & 1.2 que la tour
d'élévation de L/K assoiée à (F ) est une tour galtourable de L/K. Par la pro-
position 1.8 du hapitre 3, tout ranement galoisien de elle-i est enore une
tour galtourable de L/K ; et don une tour d'élévation de L/K en vertu de la
proposition 1.6.
(2) M(L/K) < L. Pour
(F ) K = F0 < · · · < Fi < · · · < Fm = L ,
on a dans e as
(E l[L/K, (F )]) K =M0 :=M(F0/K) ≶ · · · ≶Mi :=M(Fi/K) ≶ . . .
· · · ≶Mm :=M(L/K) < Mm+1 := L .
Soit (R) un ranement galoisien strit de (E l[L/K, (F )]). D'après la dénition
1.3.(4) et la remarque 1.2.(2) du hapitre 3, il s'érit
(R) K = R0 < · · · < Rj1 =M1 < · · · < Rj < · · · < Rji =Mi < . . .
· · · < Rjm =Mm < · · · < Rjm+1 = L
où
0 = j0 < j1 < · · · < jm < jm+1 .
D'autre part, il résulte de la proposition 3.6.(1) du hapitre 3 que la tour ratio
de (R) à l'indie jm (Chap. 3, Déf. 3.1.(2))
(ratjm(R)) K = R0 < · · · < Rj1 =M1 < · · · < Rj < . . .
· · · < Rji =Mi < · · · < Rjm =Mm =M(L/K)
est un ranement galoisien de la tour
(ratm(E l[L/K, (F )])) K =M0 ≶ · · · ≶ Mi ≶ · · · ≶Mm =M(L/K) .
Cette dernière étant galtourable, on déduit de la proposition 1.8 du hapitre 3
que (ratjm(R)) est aussi une tour galtourable de M(L/K)րւK. En vertu de la
proposition 1.9 préédente, il sut maintenant pour onlure de prouver que la
tour (R) est induite par la tour galtourable (ratjm(R)). Raisonnons par l'absurde
en supposant que ela ne soit pas le as. Comme par dénition on a l'impliation
jm + 1 = jm+1 ⇒ (R) = ((ratjm(R)) 99K L) ,
ela signierait que
jm + 1 6= jm+1 ⇒ jm + 1 < jm+1 ;
et le ranement (R) étant strit,
M(L/K) = Rjm < Rjm+1 < Rjm+1 = L .
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Il est de plus galoisien ; don par la ondition (RAFG) de la dénition 1.3 du
hapitre 3, on en déduirait que Rjm+1 est galoisien sur Rjm. Mais avoir
M(L/K) ⊳Rjm+1 < L
ontredit la galsimpliité de L/M(L/K) (f. Théorème M du hapitre 6). 
2. Tour de omposition et Théorèmes de dissoiation
Nous avons introduit au hapitre 4 la notion de "tour de omposition galoi-
sienne" d'une extension galtourable. Nous allons maintenant dénir sa générali-
sation à n'importe quelle extension nie.
Dénition 2.1. Soit L/K une extension nie quelonque. Nous appelons "tour
de omposition de L/K" toute tour d'élévation de L/K strite qui n'admet auun
ranement galoisien propre.
Cette notion de tour de omposition pour n'importe quelle extension nie gé-
néralise elle de tour de omposition galoisienne pour les extensions galtourables
(Chap. 4, Set. 1). En eet :
Lemme 2.2. Soit LրւK une extension galtourable nie. Toute tour de ompo-
sition galoisienne de L/K est une tour de omposition de L/K au sens de la
dénition 2.1 préédente.
Démonstration. Soit (T ) une tour de omposition galoisienne de L/K (Chap.
4, Déf. 1.1.(1)). Il sut de montrer que (T ) est une tour d'élévation de L/K.
Or (T ) est a fortiori une tour galtourable ; don par la proposition 1.6, (T ) =
(E l[L/K, (T )]). 
Proposition 2.3. Soit LրւK une extension galtourable nie. L'ensemble non-
vide des tours de omposition galoisiennes de L/K est égal à l'ensemble des tours
de omposition de L/K au sens de la dénition 2.1.
Démonstration. L'ensemble des tours de omposition galoisiennes de L/K est
non-vide en vertu du seond théorème de dissoiation (Chap. 4, Th. 4.2). Et par
le lemme 2.2, il est inlus dans elui des tours de omposition de L/K au sens de
la dénition i-dessus.
Prouvons l'autre inlusion en onsidérant une tour de omposition (C) de L/K
omme dénie au 2.1. C'est en partiulier une tour d'élévation de L/K, et elle
est galtourable pare que L/K l'est (remarque 1.4). Selon la proposition 1.9 du
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hapitre 3, elle admet don un ranement galoisien (R) qui est une tour galoi-
sienne. Or, en tant que tour de omposition, (C) n'admet pas de ranement
galoisien propre. Cei établit que le ranement (R) de (C) est trivial (Chap.
3, Déf. 1.3.(2)). De plus, (C) est strite en tant que tour de omposition. Par
dénition d'une tour strite assoiée (Chap. 3, Prop. & Déf. 2.1), on en déduit
que (C) = (R<). Comme (R) est une tour galoisienne, le orollaire 2.6 du hapitre
3 assure nalement que (C) est une tour de omposition galoisienne. 
Nous avons donné une aratérisation des tours d'élévation (Prop. 1.9) ; nous
sommes maintenant en mesure de faire de même pour les tours de omposition.
Proposition 2.4. Soient L/K une extension nie et
(C) K = C0 ≤ · · · ≤ Ci ≤ · · · ≤ Cm = L
une tour de L/K. On a l'équivalene :
(C) est une tour de omposition si et seulement si elle est induite par une tour
de omposition galoisienne de l'extension quotient galtourable maximale de L/K.
Démonstration. Supposons que (C) soit une tour de omposition de L/K. C'est
une tour d'élévation de L/K, don par la proposition 1.9, elle est induite par
une tour galtourable (T ) de M(L/K)րւK. Montrons que (T ) est en fait une tour
de omposition galoisienne de M(L/K)րւK. D'après le Fait 1.5, elle est strite.
Notons r la hauteur de (T ). D'après le lemme 1.7,
(T ) = (ratr((T ) 99K L)) = (ratr(C)) .
Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe un ranement galoisien propre
(R) de (T ). D'après la proposition 3.7.(2) du hapitre 3, (resr(C)) et (R) in-
duisent un ranement galoisien propre de (C) : ontradition, puisque (C) n'en
admet pas. Finalement, (T ) est une tour strite sans auun ranement galoisien
propre. C'est de plus une tour d'élévation d'après la proposition 1.6, puisqu'elle
est galtourable. C'est don bien une tour de omposition de L/K.
Réiproquement, supposons que (C) soit induite par une tour de omposition
galoisienne (T ) de M(L/K)րւK. D'après le Fait 1.5, (C) est strite, tandis que
par la proposition 1.9, 'est une tour d'élévation de L/K. Soit r la hauteur de
(T ). Raisonnons par l'absurde en supposant l'existene d'un ranement galoisien
propre de (C). Comme (T ) n'admet pas de ranement galoisien propre, on déduit
alors du (1) de la proposition 3.7 du hapitre 3 qu'il existe un ranement galoisien
propre de la tour resteinte (resr(C)). Or elle-i est :
- Ou bien la tour triviale (Chap. 2, Déf. & Conv. 1.1.(1))
(resr(C)) M(L/K) = F0 = L
lorsque L/K est galtourable. Mais ette tour triviale est une tour de omposi-
tion galoisienne (Chap. 4, Fait 1.2) et n'admet don auun ranement galoisien
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propre.
- Ou bien la tour strite
(resr(C)) M(L/K) < L .
Notons
(R) M(L/K) = R0 ≤ · · · ≤ Rj ≤ · · · ≤ Rn = L
son ranement galoisien susmentionné. Par dénition d'un ranement propre
(Chap. 3, Déf. & Conv. 1.1.(2)), l'ensemble {j ∈ {1, . . . , n− 1} | R0 < Rj < Rn}
est non vide, et l'on peut onsidérer son plus petit élément j0. Alors, d'une part
la minimalité de j0 implique que Rj0−1 = M(L/K), d'autre part la ondition
(RAFG) de dénition d'un ranement galoisien (Chap. 3, Déf. 1.3.(4)) onduit
à
M(L/K) = Rj0−1 ⊳Rj0 < Rn = L .
Mais ei ontredit la galsimpliité de L/M(L/K) (Chap. 6, Th. 1.1).
L'existene d'un ranement galoisien propre de (C) est don impossible, e
qui nit de prouver que (C) est une tour de omposition de L/K au sens de la
dénition 2.1. 
Nous allons enn pouvoir prouver les derniers théorèmes de dissoiation qui
sont les analogues pour les extensions nies quelonques des 1er et 3ème théorèmes
de dissoiation du hapitre 4 pour les extensions galtourables. Mais nous n'avons
jusqu'ii déni l'équivalene de deux tours d'une même extension que lorsque es
tours sont galoisiennes. La dénition suivante de l'équivalene de deux tours in-
duites implique en partiulier elle de l'équivalene de deux tours de omposition
non galoisiennes en vertu de la proposition 2.4 préédente.
Dénition 2.5. Soient L/K une extension nie quelonque, (T ) et (T ′) deux
tours galoisiennes de l'extension quotient galtourable maximaleM(L/K)րւK de
L/K. Nous disons que les tours induites de L/K par (T ) et (T ′) sont équivalentes
si et seulement si les tours galoisiennes (T ) et (T ′) le sont au sens de la dénition
1.1.(2) du hapitre 4 :
((T ) 99K L) ∼ ((T ′) 99K L) Déf.⇐⇒ (T ) ∼ (T ′) .
Théorème 2.6. (5ème théorème de dissoiation)
Deux tours d'élévation d'une même extension nie quelonque admettent des raf-
nements galoisiens qui sont des tours d'élévation équivalentes de ette extension.
Démonstration. Soient L/K une extension nie et (E1), (E2) deux tours d'élé-
vation de L/K. Lorsque L/K est galtourable, il en est de même de (E1) et (E2)
par dénition ; don il sut d'utiliser le 1er théorème de dissoiation bis (Chap.
4, Th. 3.4) ave la proposition 1.6.
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Supposons désormais L/K non galtourable, i.e. telle que M(L/K) < L (Chap.
6, Cor. 1.4). Les tours d'élévation (E1) et (E2) sont respetivement induites par
des tours galtourables (T 1) et (T 2) de l'extension quotient galtourable maximale
M(L/K)րւK (f. Déf. 1.3 et Th. & Déf. 1.1). En notant ri (i = 1, 2) la hauteur
de la tour
(T i) K = T i0 ≶ · · · ≶ T iri =M(L/K) ,
on a par le lemmme 1.7
(T i) = (ratri(E
i)) ,
et don
(Ei) K = Ei0 = T
i
0 ≶ · · · ≶ Eiri = T iri =M(L/K) < Eiri+1 = L .
Cei permet d'appliquer le (2) de la proposition 3.6 du hapitre 3.
- D'une part, la tour restreinte (resri(E
i)) est un ranement galoisien d'elle-
même en vertu du (2) de la remarque 1.4 du hapitre 3.
- D'autre part, on sait par le théorème 3.4 du hapitre 4 que (T 1) et (T 2) ad-
mettent des ranements galoisiens (T ′1) et (T ′2) qui sont des tours galoisiennes
équivalentes.
On déduit alors de la proposition 3.6 préitée qu'il existe un ranement galoi-
sien (E ′i) de (Ei) tel que
(resjri(E
′i)) = (resri(E
i)) et (ratjri (E
′i)) = (T ′i) .
Par onséquent :
(E ′i) K = E ′i0E· · ·EE ′ij0 = Ei0E· · ·EE ′ijri = E
i
ri
=M(L/K) < E ′ijri+1 = E
i
ri+1
= L .
En partiulier (E ′i) est la tour de L/K induite par (T ′i)
(E ′i) = ((T ′i) 99K L) (i = 1, 2) .
Comme (T ′1) et (T ′2) sont des tours galoisiennes, a fortiori galtourables, de
M(L/K)րւK, on déduit de la proposition 1.9 que les ranements galoisiens
(E ′1) et (E ′2) sont des tours d'élévation de L/K. Enn, elles sont équivalenes
au sens de la dénition 2.5 puisqu'il en est ainsi de (T ′1) et (T ′2). 
Théorème 2.7. (6ème théorème de dissoiation)
Soit L/K une extension nie quelonque.
(1) Toute tour d'élévation strite de L/K admet un ranement galoisien qui est
une tour de omposition de L/K.
(2) Deux tours de omposition de L/K sont équivalentes.
Démonstration. (1) Si L/K est galtourable, i.e. si L = M(L/K) (Chap. 6, Cor.
1.4), toute tour d'élévation de L/K est galtourable puisque
(E l[L/K, (F )]) = (E l[M(L/K)րւK, (F )]) (Th. & Déf. 1.1).
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D'après le 3ème théorème de dissoiation bis (Chap. 4, Th. 4.4.(1)), une tour d'élé-
vation strite de L/K admet don un ranement qui est une tour de omposition
galoisienne de L/K. Par le Fait 1.5.(2) du hapitre 3, e ranement est galoisien,
et 'est une tour de omposition de L/K en vertu de la proposition 2.3.
Plaçons-nous maintenant dans le as nouveau où M(L/K) < L. Soit (E) une
tour d'élévation strite de L/K. Elle est induite par une tour d'élévation (T ) de
M(L/K)րւK (Déf. 1.3) qui est strite d'après le Fait 1.5 du présent hapitre, et
galtourable (Th. & Déf. 1.1) :
(T ) K = T0 ≶ · · · ≶ Ti ≶ · · · ≶ Tr =M(L/K) ;
d'où
(E) = ((T ) 99K L) K = E0 := T0 ≶ · · · ≶ Ei := Ti ≶ . . .
· · · ≶ Er := Tr =M(L/K) < Er+1 := L .
En partiulier, par dénition (Chap. 3, Déf. 3.1),
(T ) = (ratr(E))
et
(resr(E)) Er =M(L/K) < Er+1 = L .
Nous allons raner les tours (ratr(E)) et (resr(E)). D'une part, il est lair que
(resr(E)) est un ranement galoisien de lui-même (Chap. 3, remarques 1.4.(2)).
D'autre part (T ) étant une tour galtourable strite, on déduit du (1) du théorème
4.4 du hapitre 4 que (ratr(E)) admet un ranement galoisien (C) qui est une
tour de omposition galoisienne de M(L/K)րւK. Il résulte alors du (2) de la
proposition 3.6 du hapitre 3 qu'il existe un ranement galoisien (E ′) de (E) tel
que l'on ait à la fois
(resjr(E
′)) = (resr(E)) , (ratjr(E
′)) = (C) .
Par onséquent, la tour (E ′) s'érit
(E ′) K = E ′0 = C0 ⊳ · · ·⊳ E ′ji = Cji = Ei ⊳ · · ·⊳ E ′j = Cj ⊳ . . .· · ·⊳ E ′jr = Cjr = Er =M(L/K) < E ′jr+1 = Er+1 = L .
On onstate en partiulier que la tour (E ′) est induite par la tour de omposition
galoisienne (C) de M(L/K)րւK :
(E ′) = ((C) 99K L) .
En vertu de la proposition 2.4, (E ′) est don une tour de omposition de L/K. 
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